
第三章

导数及其应用

第三讲　导数的综合应用
第二课时　导数与不等式恒(能)成立
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分离参数法

(2024·石家庄模拟)已知函数f(x)＝axex－(a＋1)(2x－1)．

(1)若a＝1，求函数f(x)的图象在点(0，f(0))处的切线方程；

(2)当x>0时，函数f(x)≥0恒成立，求实数a的取值范围．
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[解析]　(1)若a＝1，则f(x)＝xex－2(2x－1)．

即f′(x)＝xex＋ex－4，

则f′(0)＝－3，f(0)＝2，

所以所求切线方程为3x＋y－2＝0.
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【易错点】导数运算

当0<x<1时，F′(x)>0；当x>1时，F′(x)<0，
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【卡壳点】不能确定F(x)max ＝F(1)

名师点拨：分离参数法解决恒成立问题的策略

1．分离变量．构造函数，直接把问题转化为函数的最值问题．

2．a≥f(x)恒成立⇔a≥f(x)max；

a≤f(x)恒成立⇔a≤f(x)min.
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【变式训练】

已知函数f(x)＝x2－(a＋1)ln x，若f(x)≥(a2－a)ln x对x∈(1，＋∞)恒

成立，求a的取值范围．

【卡壳点】分离参数，构造函数
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【易错点】注意定义域要求
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等价转化法

已知函数f(x)＝ex－1－ax＋ln x(a∈R)，若不等式f(x)≥ln x－a＋1对一

切x∈[1，＋∞)恒成立，求实数a的取值范围．

[解析]　f(x)≥ln x－a＋1可化为ex－1－ax＋a－1≥0(x>0)，

令φ(x)＝ex－1－ax＋a－1，

则当x∈[1，＋∞)时，φ(x)min≥0，

∵φ′(x)＝ex－1－a，
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∴φ(x)在[1，＋∞)上单调递增，

∴φ(x)min＝φ(1)＝1－a＋a－1＝0≥0恒成立，

当x∈(0，ln a＋1)时，φ′(x)<0，

当x∈(ln a＋1，＋∞)时，φ′(x)>0，

∴φ(x)在(0，ln a＋1)上单调递减，在(ln a＋1，＋∞)上单调递增．
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当ln a＋1>1，即a>1时，φ(x)在[1，ln a＋1)上单调递减，在(ln a＋

1，＋∞)上单调递增，

∴φ(x)min＝φ(ln a＋1)<φ(1)＝0与φ(x)≥0恒成立矛盾，

故a>1不符合题意．

综上，实数a的取值范围为(－∞，1]．
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名师点拨：“等价转化法”解决不等式恒成立问题

在不等式恒成立问题中，如果不能分离参数或分离参数后的函数的

最值比较难求，可以把含参不等式整理成f(x，a)>0或f(x，a)≥0的形式，

然后从研究函数的性质入手，通过讨论函数的单调性和极值，直接用参

数表达函数的最值，然后根据题意，建立关于参数的不等式，解不等式

即得参数的取值范围．

(1)如果f(x，a)有最小值g(a)，则f(x，a)>0恒成立⇔g(a)>0，f(x，
a)≥0恒成立⇔g(a)≥0.

(2)如果f(x，a)有最大值g(a)，则f(x，a)<0恒成立⇔g(a)<0，f(x，
a)≤0恒成立⇔g(a)≤0.
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【变式训练】

设函数f(x)＝(1－x2)ex，当x≥0时，f(x)≤ax＋1，求实数a的取值范

围．

[解析]　令g(x)＝f(x)－ax－1＝(1－x2)ex－(ax＋1)，

令x＝0，可得g(0)＝0.

g′(x)＝(1－x2－2x)ex－a，

令h(x)＝(1－x2－2x)ex－a，

则h′(x)＝－(x2＋4x＋1)ex，

当x≥0时，h′ (x)<0，h(x)在[0，＋∞)上单调递减，
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故h(x)≤h(0)＝1－a，即g′(x)≤1－a，

要使f(x)－ax－1≤0在x≥0时恒成立，需要1－a≤0，

即a≥1，此时g(x)≤g(0)＝0，故a≥1.

综上所述，实数a的取值范围是[1，＋∞).
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双变量的恒(能)成立问题
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[解析]　(1)如果存在x1，x2∈[0,2]使得g(x1)－g(x2)≥M成立，等价于

[g(x1)－g(x2)]max≥M.
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