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第 1 章　 函数、极限与连续

1. 1-1. 2　 函数的基本概念及初等函数

【知识点梳理】

1)邻域

设 a ∈ R,δ > 0,称开区间(a - δ,a + δ) 为点 a的 δ 邻域,记作U(a,δ),点 a称为

邻域的中心,δ 称为邻域半径.
 

点 a的 δ 邻域去掉中心 a后,称为点 a的去心 δ 邻域,记

作Ů(a,δ) .

2)函数的特性

(1)函数的有界性

设 f(x) 在集合 X 上有定义,若 ∃M > 0,使得对 ∀x ∈ X,都有 f(x) < M,则称

函数 f(x) 在 X 上有界;否则,称函数 f(x) 在 X 上无界.

(2)函数的单调性

设 f(x) 在区间 I 上有定义,若对 ∀x1,x2 ∈ I,且x1 < x2,恒有 f(x1) < f(x2),则称

函数 f(x) 在 I 上单调递增;若对 ∀x1,x2 ∈ I,且x1 < x2,恒有 f(x1) > f(x2),则称函数

f(x) 在 I 上单调递减.

(3)函数的奇偶性

设 f(x) 的定义在关于原点对称的区间 I = ( - a,a) 上,其中 a > 0.
 

若对∀x ∈ I,

恒有 f( - x) = - f(x),则称函数 f(x) 在 I上为奇函数.
 

此时,函数 f(x) 的图像关于坐标

原点对称;若对 ∀x ∈ I,恒有 f( - x) = f(x),则称函数 f(x) 在 I 上为偶函数.
 

此时,函

数 f(x) 的图像关于 y 轴对称.

(4)函数的周期性

设 f(x) 的定义域为D,若 ∃T > 0,对 ∀x ∈ I,恒有 x ±T ∈ D,且 f(x + T) = f(x),
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则称函数 f(x) 为周期函数,称T为 f(x) 的一个周期.
 

通常所说周期函数的周期是指最

小正周期.

3)反函数

设 y = f(x) 的定义域为D,值域为H,如果对于任意的 y∈H,必有唯一的x ∈ D,使

得 x = g(y) 成立,则称在 H 上确定了 y = f(x) 的反函数,记作 x =f -1(y),y ∈ H.

4)初等函数

(1)六类基本初等函数

常值函数:y=C,C 为常数;

幂函数:y= xμ,μ 为常数;

指数函数:y=ax,a>0 且 a≠1;

对数函数:y= logax,a>0 且 a≠1;

三角函数:y= sinx,y= cosx,y= tanx 等;

反三角函数:y= arcsinx,y= arccosx,y= arctanx 等.

(2)初等函数

由基本初等函数经过有限次四则运算和有限次复合运算而构成的可用一个解析

式表示的函数,称为初等函数.

【典型题型练习】

1. 求下列函数的定义域.

(1)y= 1
x

-　
1-x2 ; (2)y= 　 3-x +arcsin 3-2x

5
.
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2. 求下列函数的反函数.

(1)y = 2 - x
2 + x

; (2)y = 1 + lg(x + 2) .

3. 设 f(x) = x
1 - x

,求 f( f(x)),f( f( f(x))) .

4. 指出下列函数的复合过程.

(1)y= ecos 1
x ; (2)y= tan(ln 　 2x ) .

3
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【能力提升】

1. 设函数 f(x) =

1, x < 1

0, x = 1

- 1, x > 1

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,g(x) =ex,求 f(g(x)),g( f(x)) .

2. 研究表明,如果将一个白血病细胞注入一只健康的小白鼠体内,那么大约需要

半天时间这个白血病细胞就会分裂成两个白血病细胞. 因此,一天后小白鼠体内就会

有 4 个白血病细胞. 而这种倍数增长模式将会一直持续到小白鼠体内产生 10 亿个白

血病细胞,此时,小白鼠就会死亡.

(1)请给出经过 t 天后,小白鼠体内的白血病细胞数目 N;

(2)请计算小白鼠会在多少天后死亡.
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1. 3　 极限的概念

【知识点梳理】

1)极限的直观定义

当 x 无限接近于某个常数x0 但不等于x0 时,若 f(x) 无限趋向于常数 A,则称 A 为

f(x) 当 x 趋于x0 时的极限,记作:lim
x→x0

 

f(x) = A.

2)极限的精确定义

(1)函数在某一点 x0 处的极限

给定函数 f ( x) 和常数 A,若对于∀ε > 0 ( 无论 ε 多么小),总∃δ > 0,使得当

0< x-x0 <δ 时,总有 f(x) -A < ε,则称 A 为 f ( x) 当 x 趋于 x0 时的极限, 记作:

lim
x→x0

f(x)= A.

简记形式:

∀ε>0,∃δ>0,当 0< x-x0 <δ 时,总有 f(x) -A <ε⇔lim
x→x0

f(x)= A.

(2)函数在无穷远处的极限

给定函数 f(x)和常数 A,若对于∀ε>0(无论 ε 多么小),总∃X>0,使得当 x >X

时,总有 f(x) -A <ε,则称 A 为 f(x)当 x 趋于无穷大时的极限,记作:lim
x→∞

f(x)= A.

(3)单侧极限

对于∀ε>0,总∃δ>0,使得当 0<x-x0 <δ 时,总有 f(x) -A <ε,则称 A 为 f(x)当 x

趋于 x0 时的右极限,记作:lim
x→x+

0

f(x)= A,或 f(x0 +0)= A.

对于∀ε>0,总∃δ>0,使得当-δ<x-x0 <0 时,总有 f(x) -A <ε,则称 A 为 f(x)当 x

趋于 x0 时的左极限,记作:lim
x→x-

0

f(x)= A,或 f(x0 -0)= A.

对于∀ε>0,总∃X>0,使得当 x>X 时,总有 f(x) -A <ε,则称 A 为 f(x)当 x 趋于

正无穷大时的极限,记作: lim
x→+∞

f(x)= A.
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对于∀ε>0,总∃X>0,使得当 x<-X 时,总有 f(x) -A <ε,则称 A 为 f(x)当 x 趋

于负无穷大时的极限,记作: lim
x→-∞

f(x)= A.

(4)数列极限的定义

对于∀ε>0,总∃N>0,使得当 n>N 时,总有 an-a <ε,则称 a 为数列{an}当 n 趋

于无穷大时的极限,记作:lim
n→∞

an =a.

若 lim
n→∞

an =a,则称数列{an}收敛于 a;若 lim
n→∞

an 不存在,则称数列{an}发散.

3)函数极限的性质(高频考点)

函数在某一点 x0 处极限存在当且仅当在 x0 处的左极限和右极限都存在并且相

等;函数在无穷远处的极限存在当且仅当自变量趋于正无穷时的极限和趋于负无穷时

的极限都存在并且相等.

【典型题型练习】

1. 画出函数 f(x)=

-x+1,x<1

x-1,1<x<2

5-x2,x≥2

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

的图像,然后求下面表达式的值或说明值不存在:

(1) f(1);　 　 (2)lim
x→1

 

f(x);　 　 (3)lim
x→2

 

f(x);　 　 (4) lim
x→2 +  

f(x) .
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2. 假设某一天,函数 f(x) =x2 已被画出了精准的图像. 但这天晚上,一位神秘人对

图像的约 100 万个不同位置的函数值作了改动. 请思考改动以后,对于任意的 a,极限

lim
x→a

 

f(x) 是否发生变化? 为什么?

3. 讨论函数 f(x) = x
x

在 x = 0 的极限是否存在.

4. 对图示的函数 f(x),下列陈述中哪些是对的? 哪些是错的?

(1)lim
x→0

 

f(x) 不存在;　 　 (2)lim
x→0

 

f(x) = 0;　 　 (3)lim
x→1

 

f(x) = 1;
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(4)lim
x→1

 

f(x) = 0;　 　 (5)lim
x→1

 

f(x) 不存在.

5. 下列各题中,哪些数列收敛? 哪些数列发散? 对收敛数列,通过分析{xn}的变

化趋势,写出它们的极限.

(1)xn = 1
2n ;　 　 (2)xn = n - 1

n + 1
;　 　 (3)xn = n·( - 1) n .

8
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　 　 6. 设函数 f(x) =

1
1 - x

,x < 0

x,0 ≤ x < 1

1,1 ≤ x < ∞

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

,试分别讨论 f(x) 在 x → 0,x → 1 时的极限.

【能力提升】

设函数 f(x)=
x,x 是有理数

-x,x 是无理数
{ ,求lim

x→0
 

f(x)和lim
x→1

 

f(x) .
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1. 4　 极限的性质与运算

【知识点梳理】

1)极限的性质

(1)唯一性:极限若存在,则必唯一.

(2) 局部有界性:若lim
x→x0

 

f(x) = A,则存在 M > 0 及 δ > 0,使得当0 < x -x0 < δ

时,有 f(x) ≤ M.

(3) 局部保号性:若 lim
x→x0

 

f(x) = A,且 A > 0(或 A < 0),则存在 δ > 0,使得当

0 < x -x0 < δ 时,有 f(x) > 0(或 f(x) < 0) .

2)极限的运算法则

(1) 极限的四则运算法则:若 lim
 

f(x) = A,limg(x) = B,则

(i)lim f(x) ± g(x)[ ] 存在,且 lim f(x) ± g(x)[ ] = limf(x) ± limg(x) = A ± B;

(ii)lim f(x)·g(x)[ ] 存在,且 lim f(x)·g(x)[ ] = limf(x)·limg(x) = A·B;

(iii) 若 B ≠ 0,则 lim f(x)
g(x)

存在,且 lim f(x)
g(x)

= limf(x)
limg(x)

= A
B

;

其中,记号“lim”下面没有标明自变量的变化过程,是想表示此定理对自变量变化

过程的各种形式均适用.

(2)当 a0≠0,b0≠0 时,

lim
x→∞

a0xn+a1xn-1 +…+an-1x+an

b0xm+b1xm-1 +…+bm-1x+bm

=

0,m>n

a0

b0
,m=n

∞ ,m<n

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

 

.

(3) 复合函数的极限运算:设函数 y = f g(x)[ ] 是由函数 y = f(u) 和函数 u = g(x)

复合而成,且 y = f g(x)[ ] 在x0 的某去心邻域内有定义. 若lim
x→x0

g(x) =u0,lim
u→u0

 

f(u) = A,且
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存在δ 0 > 0,使得当 0 < x -x0 < δ 0 时,有 g(x) ≠u0,则lim
x→x0

 

f g(x)[ ] = lim
u→u0

f(u) = A.

3)极限存在准则及两个重要极限

(1)夹逼准则:若函数 f(x),g(x),h(x)满足:

(i)
 

当 x∈Ů(x0,δ)时,有 g(x)≤f(x)≤h(x);

(ii) lim
x→x0

g(x)= lim
x→x0

h(x)= A;

则极限lim
x→x0

 

f(x)存在,且等于 A.

注:夹逼准则对自变量变化的各种形式均使用.

第一个重要极限:lim
x→0

sinx
x

= 1.

(2)单调有界准则:单调有界数列必有极限. 可具体描述为:单调递增数列若有上

界,则必有极限;而单调递减数列若有下界,则必有极限.
 

第二个重要极限:lim
x→∞

1+ 1
x( )

x

= e,lim
x→0

1+x( )
1
x = e.

【典型题型练习】

1. 计算下列极限.

(1) lim
x→∞

2xsin 1
x

= 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

(2) lim
x→　 2

x2 -2
x2 +1

= 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

(3)lim
x→1

x2 -2x+1
x2 -1

= 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

(4) lim
x→∞

x2 +x-1
x4 -3x2 +1

= 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ;

(5)lim
x→0

sinx3

(sinx) 3 = 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 .
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2. 计算下列极限.

(1)lim
x→1

xm-1
xn-1

;　 　 (2)lim
x→1

1
1-x

 

-
 3
1-x3( ) ;

(3)lim
x→0

sin4x
　 x+1 -1

;　 (4) lim
x→∞

x+n
x-n( )

x

;

21
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(5)lim
x→0

(1+tanx) 2cotx;　 (6)lim
x→0

x 1-2x .

3. 设 f(x)=

tanαx
x

,x<0

x2 +2,x≥0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

,且lim
x→0

 

f(x)存在,求 α 的值.

4.
 

用夹逼定理求极限 lim
n→∞

n
1

n2 +π
+ 1
n2 +2π

+…+ 1
n2 +nπ( ) .
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【能力提升】

1. 计算下列极限.

(1) lim
x→∞

　
x2 +x -　

x2 -1 ;

(2)lim
x→2

　 2x -2
3x -3 2

;

(3) lim
x→-8

　 1-x -3
2+3 x

.
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