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第十章 动力问题的有限元法

动力问题：

结构受载荷作用没有达到平衡状态，或由于结构的弹性

和惯性而围绕平衡位置振动时，其位移、应力、应变都是时

间的函数，除各点有位移外，还有速度和加速度。

§10-1  结构的动力学方程

在动态情况下，结构承受的载荷可以随时间而变化，是时间

的函数。按有限元方法，将此载荷以作功等效的原则，移置

到结点上，得到的结点载荷列阵 Q 也应该是时间的函数，用

 )(tQ 表示。

此外，结构在运动中，各点除位移外，尚有速度和加速

度，分别用 u 、
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u 表示。显然， u 、
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u 不仅是

坐标的函数，还是时间的函数，即

       ),,,( tzyxuu 

    














 ),,,(.

.
tzyxuu

    














 ),,,(

....
tzyxuu

采用有限元法对结构进行离散，对任一单元，若单元的结点

位移为 e 、单元的结点速度为
e







 .

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、单元的结点加速度向量为
e







 ..
 ，则单元内的位移可由结点

位移插值得到，于是

           eNu                             （10-1）
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按照达朗贝尔原理：一个运动中的物体，若加上惯性力，

则可看为静力平衡状态。

设材料密度为  ，则结构内单位体积的惯性力为








..
u ，

这对结构来说，相当于受到另外一种体力分布载荷，大小与

质点的加速度成正比，而方向与加速度方向相反。

另外，在介质中运动的质点总是会受到阻力作用，如阻

力与速度成正比，则单位体积的阻力为  u� ，表达式中  为

阻力系数，负号表明阻力方向与速度相反。

其次，设结构还受到体力 q 和面积力 p 作用，则结构所

受总的体力为：

        uuq ���  

根据达朗贝尔原理，结构受到所有力（包括惯性力）作

用处于静力平衡，于是

                 


e
dpNdvuuqNK T

ve

Tee ���        （10-2）

上式等式右边的第一积分相当于体力的等效结点力。
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将惯性力和阻力项代入上式，得
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                      dvNNdvNNdpNdvqNK
e

ve

T

ve

eTT

ve

Tee
e   


 ���

                                                       

（10-3）

上式右边第一、第二项即为一般静力分析时的等效结点力，

令

          


e
dpNdvqNQ T

ve

Te                      

（10-4）

       dvNNQ
e

ve

Te  
��                     （10-5）

       dvNNQ
e

ve

Te  
��                     （10-6）

 eQ 、 eQ 分别为惯性力和阻力对应的等效结点力，考虑

到积分与结点位移无关，于是

           eee

ve

Te MdvNNQ 
����   )(        （10-7）

           eee

ve

Te CdvNNQ 
���   )(         （10-8）

式中

     
ve

Te dvNNM                         （10-9）

称为单元质量矩阵，而

     
ve

Te dvNNC                        （10-10）

称为单位阻尼矩阵。

于是，单元动力方程化为

             eeeeeee QKCM   ���                 （10-11）

若结构系统有 Ne个单元，则对单元动力方程扩大后相加，得

          QKCM   ���                        （10-12）
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式中

   



Ne

e

eMM
1

称为整个结构的质量矩阵，而

   



Ne

e

eCC
1

称为整个结构的阻尼矩阵。

2．质量矩阵

式（10-9）所表示的单元质量矩阵称为一致质量矩阵，

因为形成质量矩阵所用的形函数与位移插值函数所用的形

函数相同，单元的动能和位能是相互协调的。此外，还可采

用一种较为简单的质量矩阵，它假定单元的质量团聚在单元

的结点处，因此称为团聚质量矩阵。单元的一致质量矩阵是

一满阵，而团聚质量矩阵为一对角阵。

以常应变三角形单元为例，一致质量矩阵
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团聚质量矩阵为
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 
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3．阻尼矩阵

式（10-10）所示的单元的阻尼矩阵还可进一步表示为

       e

ve

Te MdvNNC

  

由此可见，当阻力正比于速度时，阻尼矩阵正比于单元的质

量矩阵，这种阻尼称为粘滞阻尼。

此外，还可假定阻尼力正比于应变速度，此时

        e

ve

Te KdvBDBC   

可见此时阻尼矩阵正比于单元的刚度矩阵。由材料内摩檫引

起的阻尼通常可假设为这种情况。但结构的阻尼往往是多重

因素造成的，为了能更一般地描述结构的阻尼，有关文献建

议将单元阻尼表示为

       





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ee KMMC 

式中 l 为常系数，实际计算中，通常取前两项，于是得

     eee KMC                               （10-13）

即认为阻尼矩阵是质量矩阵和刚度矩阵的线性组合，这种阻

尼通常称为比例阻尼。
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§10-2 无阻尼自由振动

为了计算动力方程，首先讨论无阻尼自由振动，即考虑

 
 







0
0

Q
C

  的情况

于是，动力学方程（10-12）变为

      0  KM ��                             （10-14）

这便是无阻尼自由振动方程，该方程组具有下列形式的解：

    t cos                               （10-15）

将上式代入（10-14）式，得

      02   MK                             （10-16）

记

  2 

可将式（10-16）改写为

      0  MK                             （10-17）

求解方程组（10-17）的问题称为广义特征值问题，满足方

程（10-17）的解 及其相应的向量  分别称为特征值和特征

向量。由此求得的   就是结构的固有频率，而  为相应

的固有振型。

我们已经知道，当结构上的约束足以消除刚体位移时，其总

体刚度矩阵  K 是对称正定的。由于材料的质量密度 0



7 / 19

，不难证明，一致质量矩阵是正定的，而团聚质量矩阵是正

定或半正定的对角阵，例如，对梁、板单元，当考虑转动自

由度而忽略转动惯量时，团聚质量矩阵因与转动自由度相对

应的对角元为零而成为半正定（不为零的元素全为正值）。

自由振动时，结构中各点的振幅不可能全为零，因而齐次方

程组必有其系数行列式等于零，即

    0)det(  MK 

它称为广义特征方程，如果矩阵  K 的阶数为 n，则广义特征

方程是  的 n次代数方程，由此可解出 n个广义特征值

),...,2,1( nii  ，从而可得到 n个固有频率 ),...,2,1( niii   。

对每个固有频率 i ，由式（10-17）可确定 n维列向量 i ，

它代表 n个质点的振幅构成的振型。 n个特征值 i 和相应的 n

个特征响量 i 常称为 n个特征对。

求标量 和非零向量 x ，使满足方程组

      0)(  xIA 

的问题，称为标准特征值问题，方程（10-19）的解 i  和

   ixx  称为矩阵  A 的特征值和特征向量。

广义特征值问题可以化为标准特征值问题，如果质量矩

阵  M 是正定的，可以将  M 进行三角分解

    TLLM 

其中  L 为下三角阵，方程（10-17）可写为

          0)(   TLLK
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用   1L 前乘上式，并注意到     TT LL )()( 11   ，则上式变为

             0))(( 11   TTT LLLKL

若记
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         TLKLA )( 11  ，     TLx                 （10-20）

就得到了式（9-17）所对应的标准特征值问题。

如果  K 是正定的，则  A 也是对称正定的，且当  M 为对角阵

时，  A 是一个与  K 相同的带状矩阵，在求得标准特征值问题

的特征值  和特征向量  x 后，即可求得固有频率，并利用

（10-20）求出相应的振型。

                                         （10-21）

             xL T 1)(                          （10-22）

在总体刚度矩阵是正定的情况下，可以将  K 进行三角分解

    TLLK ~~

采用同样的方法，也可将（10-15）化为如下的标准特征值

问题

      0~)~~(  xIA                           （10-23）

其中

           TLMLA )~(~~ 11 


     
T

Lx ~~ 

2

1~


 

若  M 是对称正定的，则  A~ 也是对称正定的，但它一般不是

带状的。在求得特征值 ~和特征向量 x~ 后，由式（10-24）

可求得固有频率和和相应的振型。

               ~/1                 （10-25）

     xL
T ~)~( 1              （10-26）
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目前标准特征值问题已有充分的研究，有许多现成的算法和

程序可供使用。
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§10-3 特征值和特征向量的性质

在研究特征值问题求解之前，首先介绍特征值和特征向量的

性质。

1． 实对称阵的特征值问题

  可以证明：对于  K 和  M 均为实对称阵的广义特征值问题，

其所有的特征值都为实数，所有的特征向量也为实向量。

  事实上， n阶对称阵  K 和  M 的元素都是实数，且有

   jiij kk  ， jiij mm  ，（ nji ,..,2,1,  ）

对广义特征值问题，应有

      MK 

即

 
 


n

j

n

j
jijjij mk

1 1
      ),..2,1( ni   

用 i 的共轭数 i 乘上式的两端，并对 i求和，得

i

n

ji

n

ji
jijijij mk  

 


1, 1,

            （10-28）

由于  K 为对称阵，因此

  
  


n

ji

n

ji
ijijjijii

n

ji

n

ji
jijijij kkkk

1, 1,1, 1,


即式（10-28）的左端 i

n

ji
jijk 

1,
是实数，同理，式（10-28）的

右端 i

n

ji
jijm 

1,
也是实数。因此，由式（10-28）可知  必为实

数，从而由（10-27）解得的特征向量 
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也比为实向量。显然，若  为特征向量，则   也必为特征

向量。

2． 特征向量的正则化

由上述可知，若  为特征向量，则   也必为特征向量，即

相差一常数因子的一系列平行线均为特征向量，为确定起见，

我们规定：

     1i
T

i M                      （10-29）

由此确定的特征向量称为正则化特征向量。式（10-29）就

为正则化条件。

3． 特征向量的正交性

设  ),( ii  和  ),( jj  为广义特征值问题的两个特征对，则

有

     iii MK  

     jjj MK  

分别用 T
i 和 T

j 前乘上两式，得

         i
T

jii
T

j MK                 （ⅰ）

         j
T

ijj
T

i MK                 （ⅱ）

（ⅰ）式转置减（ⅱ），考虑到  K 和  M 均为实对称阵，得

     0)(  j
T

ijj M 

若 ji  ，且 ji   ，则

     0j
T

i M                        （10-30）

这就是特征向量关于  M 的正交性，将式（ 10-29）和
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（10-30）合并，可写成
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     ijj
T

i M                              （10-31）

其中 ij 为 kronecker 符号。









ji
ji

ij 0
1



将式（10-31）代入（ⅱ）得 

     ijjj
T

i K  

这说明特征向量对矩阵  K 也具有正交性。

假设  

是由 n个特征向量组成的特征向量矩阵，该矩阵称为模态矩

阵，即

   n �21     （10-33）

设   是由特征值组成的对角阵，即

  )( 21 ndiag  �   （10-34）

则特征向量的正交性可表示为

       KT

      IMT 

4． 雷利（Rayleigh）商

关于特征值的性质还可以从雷利商出发去研究它，对于广义

特征值问题，雷利商定义为

      
    xMx

xKxx T

T

)(              （10-36）

式中 x 为任一向量，设它可以由 n特征向量的线性组合
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表示，即

      aax
n

i
ii  

1
     （10-37）

式中  a 是由 n个系数组成的向量。将（10-37）代入

（10-36），注意到特征向量的正交性，得

      
   aa

aax T

T 
)(

展开后可以写成

 






 n

i
i

n

i
ii

a

a
x

1

2

1

2

)(


                          （10-38）

将特征值由小到大排列：

n  �21

可见，雷利商在最小特征值和最大特征值之间，即

  nx   )(1

并且，当   1x 时

    11 )()(  x

这说明，当 x 取第 i阶特征向量 i 时，雷利商达到它的

一个极值，该极值就是 i 对应的特征值 i ，特别是

    11 )()(min  x

这就是雷利商的极小值原理，次原理常被工程界作为预

估振型 1 的依据，用以计算特征值 1 ，从而求得基频 11  

的近似值。

如果 )12(0121   nmaaa m� ，即向量 x 与前 1m
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阶特征向量正交，则由式（10-38）看出：

  nm x   )(

且当   mx  时

    mmx   )()(min

这就是说， m 是雷利商在向量 x 与前 1m 阶特征向量正

交条件的极小值。

5． 移位

   对于广义特征值问题，可以使  K 作一移位
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§10-4  逆迭代法

求解代数特征值问题的方法很多，这里介绍迭代法。

对于 n阶广义特征值问题

      MK 2

当  K 和  M 均为正定阵时，我们已经证明了它有 n个特征

对。由 n个特征向量可以构成模态矩阵

   n �21

同时，为了说明迭代过程，令

2

1

i
i 

  ， ),...2,1( ni 

  )( 21 ndiag  �                （10-39）

注意式（10-39）与式（10-34）中 i 的区别，此时广义特

征方程变为

      MK 

用模态矩阵表示为

       MK            （10-40）

式（10-40）两边右乘任意向量

   T
naaa �210 

得

        00   MK        （10-41）

若   已知，将   0 看为某一未知量 1 ，则由 0 代入试

式（10-41），求得
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以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。
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