
【高中数学竞赛真题•强基计划真题考前适应性训练】 

专题 06 不等式 真题专项训练 （全国竞赛+强基计划专用）

一、单选题

1．（2020·北京·高三强基计划）若正实数 x，y，z，w 满足 x y w  和 2( )x y z w   ，则
w z
x y

 的最小值

等于（    ）

A．
3
4

B．
7
8

C．1 D．前三个答案都不对

【答案】D

【分析】利用基本不等式可求最小值，从而可得正确的选项.

【详解】根据题意，有
2 1 1 12 1 2

2 2 2 2 2 2
w z w x y w w x w w x
x y x y x y y x y

 
             ，

等号当
2 1: : : 2 :1: :1
2

x y z w 
 时取得，因此所求最小值为

12
2

 ．

故选：D.

2．（2021·北京·高三强基计划）已知 , ,a b c  R ，且
1 1 1( ) 3a b c
a b c

      
 

，则  4 4 4
4 4 4

1 1 1a b c
a b c

     
 

的最小值是（    ）

A．417 240 3 B．417 240 3

C．417 D．以上答案都不对

【答案】A

【分析】根据题设条件可设 1ab  ，利用柯西不等式可求最小值.

【详解】由
1 1 1( ) 3a b c
a b c

      
 

可得
2 2 1 1 1a b c
ab a b ab c


   


，

由对称性可设 1ab  ，则条件即
1( ) 3a b c a b
c

      
 

即
2 21 a bc

c a b


 


，

从而
2 2

2 1 3a b a b
a b


    


，

根据柯西不等式    24 4 4 4 4 4 4
4

1 1a b c a b a b
c

        
 

24 2( ) 4( ) 3a b a b      

417 240 3  ，

等号当 1, 1 3c a b    时取得．因此所求最小值为417 240 3 ．



故选：A.

3．（2021·北京·高三强基计划）若 a，b，c 为非负实数，且 2 2 2 25a b c ab bc ca      ，则 a b c  的最小

值为（    ）

A．3 B．5 C．7 D．以上答案都不对

【答案】B

【分析】利用非负性可求最小值.

【详解】根据题意，

有 2 2 2 2 2 22( ) 5a b c a b c ab bc ca a b c ab bc ca               ，

等号当 cyc( , , ) (5,0,0)a b c  时可以取得，因此所求最小值为 5．

故选：B.

二、填空题

4．（2021·北京·高三强基计划）在锐角 ABCV 中， tan tan 2 tan tan 3tan tanA B B C C A  的最小值是

_________．

【答案】6 2 2 2 3 2 6  

【分析】利用柯西不等式及三角形的恒等式可取最小值.

【详解】记题中代数式为 M，我们熟知三角形中的三角恒等式：cot cot cot cot cot cot 1A B B C C A   ，

于是 tan tan 2 tan tan 3tan tanM A B B C C A  

2(1 2 3)
cot cot cot cot cot cotA B B C C A

 


 

2(1 2 3) 6 2 2 2 3 2 6       ，

等号当 tan tan 2 tan tan 3 tan tan tan : tan : tan 2 : 3 :1A B B C C A A B C    时取得，因此所求最小值

为6 2 2 2 3 2 6  

故答案为：6 2 2 2 3 2 6  

5．（2021·全国·高三竞赛）已知正实数 1 2 2020, , ,a a aL 满足 1 2 2020 1a a a   L ，则

22 2
20201 2

1 2 2 3 2020 1

aa a
a a a a a a

  
  

L 的最小值为________．



【答案】
1
2 ##0.5

【详解】由柯西不等式知

     
22 2
20201 2

1 2 2 3 2220 1
1 2 2 3 202 1

aa aa a a a a a
a a a a a a

 
                

L L

 2
1 2 220 1a a a    L ，

且      1 2 2 3 2020 1 2a a a a a a      L ，所以
22 2
2201 2

1 2 2 3 2020 1

1
2

aa a
a a a a a a

   
  

L ，

且当 1 2 2020
1

2020
a a a   L 时取到等号．

故答案为：
1
2 .

6．（2022·浙江·高二竞赛）设 a，b，c，d R ， 1abcd  ，则 2

1 9 1
4a a


 的最小值为______.

【答案】
73
16

【详解】由题意可得
1 abc
d

 ，且 a b c d… … … ，

则   2 2 2
2 2 2

9
1 1 1 4

1f a a b c
a b c a b c

abc

    
  

，

原问题等价于求函数  f a 的最小值.

3 2 2
2

9 1( ) 2 2 1
4 ( )

df a a a b c
a b c d a

              

3 2 2 2

2 1 92
4 ( )

a da
a a d a a b c d
 

    
  

 2 2 2 2

3 2 3 2 2

2 9( )
4 ( )

a d a d a d
a d a a b c d d

 
 

  

   2 2

2

2 2 2

3 2

8 ( ) 9( )
4 ( )

a d a b c d a d a d
a a b c d d

     


  

 2 2 2
3 2 2 8( )( ) 9

4 ( )
a d a d a b c d a d

a a b c d d


      
  

，

3a b c d a d   Q … ，

2 2( ) ( 3 ) 12a b c d a d ad    … … ，

22 28( )( ) 9a d a b c d a d     



 2 28( ) 12 9 3 32( ) 3a d ad a d ad a d ad     … ，

令 ( ) 32( ) 3g a a d ad   ，则 ( ) 32 3g a d   ，

由 a b c d… … … 可得 1d  ，

则    ' 0,g a g a 单调递增，

2( ) ( ) 64 3 (64 3 ) 0g a g d d d d d     … ，

则    ' 0,f a f a 单调递增，    f a f d ，

此时 1a b c d    ，
73( ) (1)
16

f a f … .

故答案为：
73
16

.

7．（2021·全国·高三竞赛）设正实数 1 2 2020, , ,a a aL 满足
2020

1
1i

i
a



 ，则 1 2020

1

min
1

i
ii

k
k

a

a
 



  最大值为_________．

【答案】 2020

11
2



【详解】解析：最大值为 2020

11
2

 ．

记
01 2020 1

1

min , 1 , 1
1

i
i

i kii k
k

k

aS x a x
a

 




   



 ，则 1i i ia x x   ，故

1 11i i i

i i

x x xS
x x

 
   ，即

11 i

i

xS
x

  ，对

1, 2,3, , 2020i  L ,

求和，并结合算术-几何平均不等式，

有

1
2020 2020

1 0
2020

1 2020

2020 20202020(1 ) 2020
202022

i

i i

x xS
x x





 
      

 
 ，

故 2020

11
2

S   ，等号当 12020 2020( 2) ( 2) ( 1,2,3, ,2020)i i
ia i   L 时取到．

所以原式的最大值为 2020

11
2

 ．

故答案为： 2020

11
2

 .

8．（2021 秋·天津河北·高三天津外国语大学附属外国语学校校考阶段练习）设 0, 0, 2 5yx y x    ，则当 =x

_______时， 12y yx  取到最大值．

【答案】
5
2

##2.5

【分析】巧妙利用换元 2logz x 得到 1 110 2 2z y   ，



将 12y yM x  取对数运算得到 2log ( 1)( 1) 1M y z    ，将所求问题转化为求 ( 1)( 1)y z  的最大值问题， 

由 1 110 2 2z y   使用两次基本不等式可求出 ( 1)( 1)y z  的最大值，考查等号取得条件即可.

【详解】设 12y yM x  ，则 2 2log ( 1) logM y y x   ，设 2logz x  ，则 2zx  ，

可知 2 2 5z y  ， 2log ( 1) ( 1)( 1) 1M y y z y z       .

1 1
( 1)( 1)1 1 210 2 2 2 2 2 2

z y
z yz y

  
        ，(当且仅当 z y ，即

52
2

yx   时取等号.)

所以 ( 1)( 1)5 2 z y  ，故 ( 1)( 1)y z  有最大值
2

2(log 5) ，

所以 2log M 就有最大值，即 12y yM x  有最大值.

故答案为: 
5
2

.

【点睛】使用基本不等式求最值关键是要有定值才能求最值，没有明显的定值要进行变形拼凑.在此题中拼

凑的定值有:① 2 2 5z y  及 1 110 2 2z y   ，为求 ( 1) ( 1)z y   最大值做准备;② 通过提取公因式实现因式

分解拼凑乘积， ( 1) ( 1)( 1) 1y y z y z       ，产生了 ( 1)( 1)y z  与上面 ( 1) ( 1)z y   遥相呼应，可以使用

基本不等式.

三、解答题

9．（2023·全国·高三专题练习）设
0

( ) R[ ]
n

i
i

i
f x a x x



  ，满足 00 , 1,2, , .ia a i n   L 又设  0,1, , 2ib i n L 满

足
2

2

0
[ ( )]

n
i

i
i

f x b x


  ，证明：   2
1

1 1 .
2nb f    

【答案】证明见解析.

【分析】根据给定条件，利用多项式平方运算求出 2[ ( )]f x ，再利用赋值法结合已知及进行不等式的放缩，

推理判断作答.

【详解】
2

2 2

0 0
[ ( )] ( ) ( )

n n
i s

i i j
i s i j s

f x a x a a x
   

    ，于是 s i j
i j s

b a a
 

  ，

2 2 2

0 0 0 0 0

1 1 1 1[ (1)] ( ) ( 2 ) (2 )
2 2 2 2

n n

i i i j i j i j
i i i j n i j n i j n

f a a a a a a a a
          

         0
0 1

n

i j j
i j n j

a a a a
   

   ，

因为 00 , 1, 2, ,ia a i n   L ，则

2
1 1 2 1 1 0 0 1 0 1 0

1 1

1 [ (1)]
2

n

n i j n n n n n j
i j n j

b a a a a a a a a a a a a a a a a f  
   

           L L ，

所以
2

1
1 [ (1)]
2nb f  .



10．（2023·全国·高三专题练习）设
0

( )
n

i
i

i
f x a x



  ，
1

0
( )

n
i

i
i

g x c x




  是两个实系数非零多项式，且存在实数 r 使

得      .g x x r f x  记    
0 0 1
max , maxi ii n i n

a a c c
    

  ，证明：  1 .a n c 

【答案】证明见解析.

【分析】根据给定条件，利用多项式恒等定理求出多项式 ( ), ( )f x g x 的对应项系数的关系，再按 | | 1r  和 | | 1r 

讨论，并结合含绝对值不等式的性质推理作答.

【详解】因为      g x x r f x  ，即

1
1 1

0 1
0 0 0 0 1

( ) ( )
n n n n n

i i i i i n
i i i i i i n

i i i i i
c x x r a x a x ra x ra a ra x a x


 


    

             ，

则有  0 0 1 1, 1, 2, , ,i i i n nc ra c a ra i n c a      L ，

于是
2 2

1 1 1 2 1 1 0 1 2 3 1, , , , n
n n n n n n n n n na c a c rc a c rc r c a c rc r c r c                L L ，

若 1r  ，则 1 1 1 1, | | 2n n n n n n na c c a c rc c r c c           ，

2 2
2 1 1 1 1| | 3 ,n n n n n n na c rc r c c r c r c c            L ，

 2 2
0 1 2 3 1 1 2 3 1| | | | | | | | | | | | | | | | 1n n

n na c rc r c r c c r c r c r c n c               L L ，

所以  1ia n c  ，于是  1a n c  ，

若 1r  ，则
1 1,
r

 由  0 0 1 1, 1, 2, , ,i i i n nc ra c a ra i n c a      L ，

得  0 0 1 1
1 1 1, 1,2, , ,i i i n na c a a c i n a c
r r r      L ，

于是 0 0 1 0 1 0 1 2 1 2 0 1 22 3 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1, , , ,a c a a c c c a a c c c c
r r r r r r r r r r

             L

1 0 1 1 11
1 1 1 ,n n n nn na c c c a c
r r r       L ，

于是 0 0 0 1 0 1 0 12 2

1 1 1 1 1 1, 2a c c c a c c c c c
r r r r rr

          ，

2 0 1 2 0 1 23 2 3 2

1 1 1 1 1 1 3 , ,a c c c c c c c
r r r rr r

        L

1 0 1 1 0 1 1 11 1

1 1 1 1 1 1 ,n n n n nn n n n
a c c c c c c nc a c c

r r r rr r    
           L L ，

所以 ia nc ，于是  1a n c  ，



综上得：  1a n c  .

11．（2021·全国·高三竞赛）已知：a，b， 0, 2c a b c    ，求证：

1
1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

bc ca ab
abc a b abc b c abc c a

  
     

.

【答案】证明见解析

【详解】        1 1 1abc a b ab bc ca c a b ab            ，

因为 a，b， 0, 2c a b c    ，所以   1, 1c a b ab   .

于是  1 abc a b ab bc ca     ，

同理  1 abc b c ab bc ca     ，  1 abc c a ab bc ca     .

则：1 ( ) 1 ( ) 1 ( )
bc ca ab

abc a b abc b c abc c a
 

     

1bc ca ab
ab bc ca ab bc ca ab bc ca

   
     

.

故题中的不等式成立.

12．（2021·全国·高三竞赛）求所有的正实数 a，使得存在实数 x 满足
22sin cos2 2x xa a  ．

【答案】
5 10, [1, )
2

 
  

 

【详解】设
22sin xt a ，则不等式化为 2 0at

t
   ．

当 0 1a  时， 2[ ,1]t a ；

当 1a  时， 1t  ；当 1a  时， 2[1, ]t a ．

因此不等式可化为 2 2 0t t a  ．

设 2( ) 2f t t t a   ，考虑  f t 在 1 和 2a 之间恒小于零，则 2(1) 0, ( ) 0, 0f f a a   ，

故   2

1

1 1 0

a

a a a


    

，

解得
5 1 1
2

a
  ．所以 a的取值范围是

5 10, [1, )
2

 
  

 
．

13．（2022·新疆·高二竞赛）（1）若实数 x，y，z 满足 2 2 2 1  x y z ，证明： | | | | | | 2 2     x y y z z x ；

（2）若 2023 个实数 1 2 2023, , ,Lx x x 满足
2 2 2
1 2 2023 1   Lx x x ，求 1 2 2 3 2022 2023 2023 1       Lx x x x x x x x



的最大值．

【答案】（1）证明见解析；（2）2 2022 .

【详解】（1）不妨设 x y z  ，

则 | | | | | |          x y y z z x y x z y z x

   2 2 2 2 2 2 22( ) 2 2 2 2 2 2 2 2          z x x z xz x z x y z .

（2）因为 2023 为奇数，则 1 2 2023 1, ,L L Lix x x x x 中必存在 1,i ix x  （令 2024 1x x ）同号，

不妨设 1 2,x x 同号，则：

2023 323 2023

1 1 2 1 1 2 2 1
1 2 3

2 
  

            i i i i i
i i i

x x x x x x x x x x x S ．

不妨设 2 1 0 x x ，则 1 2 2 1 22   x x x x x ，所以：

2023 2023 2023
2 2 2

2 2
3 3 1

2 2 2 2022 2 2022 2 2022
  

   
           

   
  i i i
i i i

S x x x x x ．

当且仅当 1 2 4 1 3
1 10, ,

2022 2022
       L Lx x x x x

或 1 2 4 1 3
1 10, ,

2022 2022
       L Lx x x x x 时等号成立．

因此 1 2 2 3 2022 2023 2023 1       Lx x x x x x x x 的最大值为2 2022 ．

14．（2021·全国·高三竞赛）设 m 为正整数，且 2 1n m  ，求所有的实数组 1 2, , , nx x xL ，使得

2

2 2 2
1 2

21 i
i

n

mxx
x x x

 
  L

，对所有 1,2, ,i n L 成立．

【答案】证明见解析.

【分析】第一步化简原式，第二步利用 AM GM 不等式即可得到 1k  或 2m ，这两种情况是对称的，不妨

证明 1k  的时候成立，所以原式成立.

【详解】由已知

2

2

1

21 , 1,2, ,i
i n

j
j

mxx i n
x



   

  ，得
2

2

1

2
1

n
i

j
j i

mxx
x


  ，故

22
1
i

i

mx
x 

全相等．

注意到若实数 a b¹ 满足
2 2

1 1
a b

a b


 
，则 ab a b  ，即

1
ba

b



．因此 ,

1i
bx b

b
    

， 0, 1,2, ,b i n  L ．

设 ix 中有
1

b
b 

， 2 1n k m k    个 b，则有 20 1k m   ，且

 
2 2

2 2
2

21
( 1) 1

b mbk m k b
b b

    
 

，



即  2 1 ( 1) 2
1

k m k b m
b

    


．

由 AM GM 不等式，若 20 1k m   ，

   2 21 ( 1) 2 1 2
1

k m k b k m k m
b

       


，

因此必取等，即 1k  或 2m ，这两种情况是对称的，不妨 1k  ，则

21 ( 1) 2
1

m b m
b

  


，

知
11b
m

  ，则
1, 1mb a m

m


   ．

若 0k  ，则  2 1 ( 1) 2m b m   ，即
2 2

2

( 1) ( 1),
1 2

m mb a
m m

 
 


．

若 2 1k m  ，则
2 1 2

1
m m
b





，即

2 2

2

( 1) ( 1),
2 1

m mb a
m m
 

 


．

综上可知， 1 2, , , nx x xL 要么 1 个 21,m m 个
1m

m


；要么全是
2

2

( 1)
1

m
m




．

15．（2021·全国·高三竞赛）求最大的正实数 ，使得对任意正整数 n 及正实数 0 1, , , nx x xL ，均有

0 1 0 1

1 1 .
n n

k kk kx x x x


 


    L ．

【答案】 的最大值为 3．

【分析】先取
1

0 1 2 31, 2, 4, , 2n
nx x x x x     L ，通过对其求和可得 的范围，再利用放缩法可得

0 1 0 1 0 1 2 0 1

1 1 1 3 3 3

n nx x x x x x x x x x x
      

     
L L

L ，最后求出最大的正实数 的值.

【详解】一方面，取
1

0 1 2 31, 2, 4, , 2n
nx x x x x     L ，得

1
1

1 13
2 2

n

n k
k




  

即

1
1 13 1

2 2n n
    
 

．

令n   ，得 3  ．

另一方面对正实数 x，y 有
1 1 4
x y x y

 


，故

0 1 0 1

1 1 4
x x x x

 
 ，

0 1 2 0 1 2

1 1 4
x x x x x x

 
   ，

0 1 2 3 0 1 2 3

1 1 4
x x x x x x x x

 
     ，

……



0 1 1 0 1

1 1 4

n n nx x x x x x x

 
     L L ．

以上各式相加，得

0 1 0 1 0 1 2 0 1

1 1 1 3 3 3

n nx x x x x x x x x x x
      

     
L L

L ．

故 3  时，原不等式恒成立．综上， 的最大值为 3．

16．（2021·全国·高三竞赛）已知0 1( {0,1, ,10})ix i   L 证明：存在 , {0,1,2, ,10}i j  L ，使得

  10
30i j j ix x x x   .

【答案】证明见解析

【详解】不妨 1 2 10x x x  L ，设  ( , ) i j j if i j x x x x  ，

当0 10i j   时，因为      2 2 3 33 i j j i i i j j j i j ix x x x x x x x x x x x       ，

即
3 33 ( , ) j if i j x x  ，当且仅当 i j 时，等号成立.

故    
10 10

3 3
1

1 1
3 1, 1i i

i i
f i i x x 

 

     ，所以存在 {1,2, ,10}i  L ，使得
13 ( 1, )

10
f i i  ，即

1( 1, )
30

f i i  .

所以存在 , {0,1,2, ,10}i j  L ，使得   10
30i j j ix x x x   .

17．（2021·全国·高三专题练习）已知： 0a  ， 0b  ， 1a b  .求证：
1 12 2
2 2

a b     .

【答案】证明见解析.

【分析】构造一个直角三角形，使其两直角边长分别为
1
2

a  和
1
2

b  ，而斜边之长则为 2 （如图所示），

证明不等式
1 12
2 2

a b    成立；再证明
1 1 2(sin cos ) 2
2 2

a b        ,即得证.

【详解】证明：为了使得条件 1a b  与待证式的中间部分在形式上接近一些，我们将该条件作如下变形：

1 1 2
2 2

a b         
   

，进而有

2 2

21 1 ( 2)
2 2

a b
   

         
   

.①

我们来构造这样一个直角三角形，使其两直角边长分别为
1
2

a  和
1
2

b  ，而斜边之长则为 2 （如图所

示）.显然，这个直角三角形的三边长之间的关系是符合①的，从而满足条件 1a b  .



由图所示，根据定理“三角形任意两边之和大于第三边”，而有不等式
1 12
2 2

a b    成立.

至于这个双联不等式的右边部分，也可由图，并根据直角三角形的边角关系知
1 2 cos
2

a   ，

1 2 sin
2

b   .

于是有
1 1 2(sin cos ) 2 2 sin 2
2 2 4

a b             
 

所证不等式
1 12 2
2 2

a b     成立.

18．（2021·全国·高三专题练习）已知 a，b 为正数，且 a b¹ ，证明

2 2 2
1 12 2

a b a b ab

a b

 
  


.

【答案】证明见解析

【分析】如图所示，可先构造Rt ABC△ ，再构造Rt BCDV ，最后，作Rt RtBC D BCD△ ≌ △ ，由图形直观得

AB BC BD BE   ，即得证.

【详解】证明：由于
2 22 2

2 2 2
a b a b a b         

   
.

可先构造Rt ABC△ ，使得
2

a bBC 
 ，

2
a bAC 

 ，如图所示.
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