
高三总复习第五十三讲 双曲线      姓名       .
1 双曲线定义：

① 到 两 个 定 点 F1 与 F2 的 距 离 之 差 的 绝 对 值 等 于 定 长 〔 ＜ |F1F2| 〕 的 点 的 轨 迹

〔 2121 2 FFaPFPF  〔 a 为常数〕〕这两个定点叫双曲线的焦点．

要注意两点：〔1〕距离之差的绝对值.〔2〕2a＜|F1F2|，这两点与椭圆的定义有本质的不同.
当|MF1|－|MF2|=2a 时，曲线仅表示焦点 F2所对应的一支；

当|MF1|－|MF2|=－2a 时，曲线仅表示焦点 F1所对应的一支；

当 2a=|F1F2|时，轨迹是一直线上以 F1、F2为端点向外的两条射线；

当 2a＞|F1F2|时，动点轨迹不存在.

②动点到一定点 F 的距离与它到一条定直线 l 的距离之比是常数 e(e＞1)时，这个动点的轨迹是双曲

线这定点叫做双曲线的焦点，定直线 l 叫做双曲线的准线

2双曲线图像中线段的几何特征：

⑴实轴长 1 2 2A A a ，虚轴长 2b,焦距 1 2 2F F c
⑵顶点到焦点的距离：

1 1A F  2 2A F c a  ， 1 2A F  2 1A F a c 
⑶顶点到准线的距离：

2

1 1 2 2
aAK A K a
c

   ；
2

1 2 2 1
aAK A K a
c

  

⑷焦点到准线的距离：
2 2

1 1 2 2 1 2 2 1
a aF K F K c F K F K c
c c

     或

⑸两准线间的距离: 
2

1 2
2aK K
c



⑹ 21FPF 中结合定义 aPFPF 221  与余弦定理 21cos PFF ，将有关线段 1PF 、 2PF 、 21FF

和角结合起来，
1 2

2 1 2cot
2PF F

F PFS b




⑺离心率： 
2

1 2 1 1 2 2
2

1 2 1 1 2 2

1PF PF A F A F c be
PM PM A K A K a a

       ∈〔1，+∞〕

⑻焦点到渐近线的距离：虚半轴长b

⑼通径的长是
a
b22

，焦准距
2b

c
，焦参数

2b
a

〔通径长的一半〕

其中
222 bac  aPFPF 221 

3 双曲线标准方程的两种形式：

① 2

2

a
x

－ 2

2

b
y

=1，c= 22 ba  ，焦点是 F1〔－c，0〕，F2〔c，0〕

② 2

2

a
y

－ 2

2

b
x =1，c= 22 ba  ，焦点是 F1〔0，－c〕、F2〔0，c〕

4双曲线的性质： 2

2

a
x

－ 2

2

b
y

=1〔a＞0，b＞0〕

⑴范围：|x|≥a，y∈R
⑵对称性：关于 x、y 轴均对称，关于原点中心对称

⑶顶点：轴端点 A1〔－a，0〕，A2〔a，0〕
⑷渐近线：

①假设双曲线方程为 12

2

2

2


b
y

a
x

渐近线方程  02

2

2

2

b
y

a
x

x
a
by 

M2M1 P

K2K1A1 A2 F2F1 o

y

x

M2M1 P

K2K1A1 A2 F2F1 o



②假设渐近线方程为 x
a
by   0

b
y

a
x

双曲线可设为  2

2

2

2

b
y

a
x

③假设双曲线与 12

2

2

2


b
y

a
x

有公共渐近线，可设为  2

2

2

2

b
y

a
x

〔 0 ，焦点在 x 轴上， 0 ，

焦点在 y轴上〕

④特别地当  时ba 离心率 2e  两渐近线互相垂直，分别为 y= x ，此时双曲线为等轴双曲

线，可设为  22 yx ；y=
a
b

x，y=－
a
b

x

⑸准线：l1：x=－
c

a 2

，l2：x=
c

a 2

，两准线之距为
2

1 2 2 aK K
c

 

⑹焦半径：
2

1 ( )aPF e x ex a
c

    ，〔点 P在双曲线的右支上 x a 〕；

2

2 ( )aPF e x ex a
c

    ，〔点 P在双曲线的右支上 x a 〕；

当焦点在 y轴上时，标准方程及相应性质〔略〕

⑺与双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

共渐近线的双曲线系方程是  2

2

2

2

b
y

a
x )0( 

⑻与双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

共焦点的双曲线系方程是 12

2

2

2





 kb

y
ka

x

题型一：双曲线定义问题

1.“ab<0”是“曲线 ax2+by2=1 为双曲线”的(    )
A.充分不必要条件  B.必要不充分条件  C

2.假设 Rk ，那么“ 3k ”是“方程
1

33

22





 k

y
k
x

表示双曲线”的(    )
A.充分不必要条件.  B.必要不充分条件.  C.充要条件.  D.既不充分也不必要条件.
3.动圆与两圆 122  yx 和 012822  xyx 都外切,那么动圆圆心轨迹是  (    )
 A. 圆            B.  椭圆             C.  双曲线       D.  双曲线的一支

4.双曲线
2 2 1mx y  的虚轴长是实轴长的 2 倍，那么m  (    )

A．

1
4


              B． 4             C． 4            D．

1
4

5.双曲线的离心率为 2，焦点是〔-4，0〕，〔4，0〕，那么双曲线方程为          .

6.双曲线中心在原点，一个顶点的坐标为 (3,0) ,且焦距与虚轴长之比为5 : 4，那么双曲线的标准方程是
____________________.

7.给出问题：F1、F2是双曲线
16

2x
－

20

2y
=1 的焦点，点 PP 到焦点 F1的距离等于 9，求点 P 到焦点 F2的

距离.某学生的解答如下：双曲线的实轴长为 8，由||PF1|－|PF2||=8，即|9－|PF2||=8，得|PF2|=1 或 17.
该学生的解答是否正确？假设正确，请将他的解题依据填在下面横线上；假设不正确，将正确结果填

在下面横线上.   _________.
8.过双曲线 x2-y2=8的左焦点 F1有一条弦 PQ在左支上，假设|PQ|=7，F2是双曲线的右焦点，那么△PF2Q

的周长是       .

题型二：双曲线的渐近线问题

1.双曲线
4

2x
－

9

2y
=1 的渐近线方程是(    )

A. y=±
2
3

x         B.y=±
3
2

x         C.y=±
4
9

x          D.y=±
9
4

x



2.过点〔2，－2〕且与双曲线
2

2x
－y2=1 有公共渐近线的双曲线方程是(    )

A.
2

2y
－

4

2x
=1     B.

4

2x
－

2

2y
=1      C.

4

2y
－

2

2x
=1      D.

2

2x
－

4

2y
=1

3.双曲线
2 2 4x y  的两条渐近线与直线 3x  围成一个三角形区域,表示该区域的不等式组是(    )

A

0
0

0 3

x y
x y

x

 
  
      B.

0
0

0 3

x y
x y

x

 
  
      C.

0
0

0 3

x y
x y

x

 
  
     D.

0
0

0 3

x y
x y

x

 
  
  

题型三：双曲线的离心率问题

1.双曲线
x
a
－

y
b
＝1的一条渐近线方程为 y＝

4
3
x，那么双曲线的离心率为(    )

A．
5
3
            B.

4
3
                C.

5
4
                 D.

3
2

2.双曲线
x2
a2

 － 
y2
2

 =1(a> 2)的两条渐近线的夹角为
π

3
,那么双曲线的离心率为(    )

A.2              B. 3              C.
2 6

3
                D.

2 3
3

3. 21 , FF 是双曲线 )0(,12

2

2

2

 ba
b
y

a
x 的左、右焦点,过 1F 且垂直于 x 轴的直线与双曲线的左支交于

A、B 两点,假设 2ABF 是正三角形,那么双曲线的离心率为 (    )

 A. 2          B. 3             C. 2                  D. 3

4.过双曲线 M:

2
2

2 1yx
b

 
的左顶点 A 作斜率为 1 的直线 l ,假设 l与双曲线 M 的两条渐近线分别相交于

B、C,且|AB|=|BC|,那么双曲线 M 的离心率是 (      )

A. 10            B. 5               C.
1 0
3               D.

5
2  

5.在给定双曲线中，过焦点垂直于实轴的弦长为 2 ，焦点到相应准线的距离为 2
1
，那么该双曲线的离

心率为(    )

A. 2
2

           B. 2              C . 2                D. 2 2

6.椭圆
2

2

2

2

b
y

a
x

 =1〔a＞b＞0〕与双曲线
2

2

2

2

n
y

m
x

 =1〔m＞0,n＞0〕有相同的焦点〔-c，0〕和〔c，0〕.假

设 c是 a与 m的等比中项，n2是 m2与 c2的等差中项，那么椭圆的离心率等于       .

7.假设椭圆 )0(,12

2

2

2

 ba
b
y

a
x

的离心率为
2
3
,那么双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

的离心率为     

8.双曲线
12

2

2

2


b
y

a
x

(a>0,b<0)的右焦点为 F，假设过点 F 且倾斜角为 60°的直线与双曲线的右支有且只

有一个交点，那么此双曲线离心率的取值范围是

A.( 1,2)          B. (1,2)           C.[2,+∞)         D.(2,+∞)
题型四：双曲线的距离问题

1.如果双曲线的两个焦点分别为 )0,3(1 F 、 )0,3(2F ，一条渐近线方程为 xy 2 ，那么它的两条准线

间的距离是〔    〕

A． 36      　　  B． 4 　　　　　       C． 2       　 　    D．1 

2.如果双曲线
64

2x
－

36

2y
＝1 上一点 P 到它的右焦点的距离是 8，那么 P 到它的右准线距离是



A.10               B.
7

732                7              D.
5

32  

3.设 P 是双曲线 2

2

a
x

－
9

2y
=1 上一点，双曲线的一条渐近线方程为 3x－2y=0，F1、F2分别是双曲线的左、

右焦点.假设|PF1|=3，那么|PF2|等于(    )
A.1 或 5             B.6      C.7         

4.双曲线
2 23 9x y  ，那么双曲线右支上的点 P 到右焦点的距离与点 P 到右准线的距离之比等于(    )

A. 2                B. 

2 2
3              C. 2                 D. 4

5.假设双曲线

2
2 1x y

m
 

上的点到左准线的距离是到左焦点距离的

1
3  ，那么 m=(    )

A.

1
2 B.

3
2 C. 

1
8 D. 

9
8

6.双曲线 1
412

22


yx

的右焦点为 F，假设过点 F 的直线与双曲线的右支有且只有一个交点，那么此直

线斜率的取值范围是

A.( 3
3


, 3

3
)       B. (- 3 , 3 )       C.[ 3

3


, 3
3

]           D. [- 3 , 3 ]

7.圆 C 过双曲线
9

2x
－

16

2y
=1 的一个顶点和一个焦点，且圆心在此双曲线上，那么圆心到双曲线中心的

距离是____________.
题型五：轨迹问题

1.假设方程 1
14

22





 t

y
t

x
 所表示的曲线为 C，给出以下四个命题：

①假设 C为椭圆，那么 1<t<4;  ②假设 C为双曲线，那么 t>4或 t<1；

③曲线 C不可能是圆； ④假设 C表示椭圆，且长轴在 x轴上，那么
2
31  t .

其中真命题的序号为                 〔把所有正确命题的序号都填在横线上〕

2.椭圆 x2+2y2 =8 的两焦点分别为 F1、F2，A 为椭圆上任一点。AP 是⊿AF1F2 的外角平分线，且  

PFAP 2 =0.那么点 P 的轨迹方程是                          . 

3.双曲线 x2－y2 =4 的两焦点分别为 F1、F2，A 为双曲线上任一点。AP 是∠F1AF2 的平分线，且 

PFAP 2 =0.那么点 P 的轨迹是　　　　　〔　　〕

A.椭圆的一局部　           C.圆的一局部　      

A〔0，2〕可以作____条直线与双曲线 x2－
4

2y
＝1 有且只有一个公共点.

17.  4.   
3

16
     

2 2

1
9 16
x y

 
   8

1
       

2
5

7. 双曲线的渐进线方程 xy
4
3

 ,那么双曲线的离心率为 
3
5,

4
5

F1

P
y A

o F2



双曲线 x 2-y 2 = 4,直线 l: y = k (x-1),试讨论实数 k 的取值范围.
(1)直线 l 与双曲线有两个公共点；

〔2〕直线 l 与双曲线有且只有一个公共点；

〔3〕直线 l 与双曲线没有公共点；

中心在原点的双曲线 C 的右焦点为〔2，0〕，右顶点为 )0,3(
〔1〕求双曲线 C 的方程；

〔2〕假设直线 2:  kxyl 与双曲线 C 恒有两个不同的交点 A 和 B，且 2OBOA 〔其

中 O 为原点〕. 求 k 的取值范围.

解：〔Ⅰ〕设双曲线方程为 12

2

2

2


b
y

a
x

  ).0,0(  ba

由得 .1,2,2,3 2222  bbaca 得再由

故双曲线 C 的方程为 .1
3

2
2

 yx

〔Ⅱ〕将 得代入 1
3

2 2
2

 yxkxy  .0926)31( 22  kxxk

由直线 l 与双曲线交于不同的两点得










.0)1(36)31(36)26(

,031
222

2

kkk

k

即 .1
3
1 22  kk 且   ①  设 ),(),,( BBAA yxByxA ，那么

,22,
31
9,

31
26

22 






 BABABABA yyxxOBOA
k

xx
k
kxx 得由

而 2)(2)1()2)(2( 2  BABABABABABA xxkxxkkxkxxxyyxx

.
13
732

31
262

31
9)1( 2

2

22
2












k
k

k
kk

k
k

于是 解此不等式得即 ,0
13
93,2

13
73

2

2

2

2









k
k

k
k

.3
3
1 2  k     ②

由①、②得   .1
3
1 2  k

故 k 的取值范围为 ).1,
3
3()

3
3,1( 

例 1   根据以下条件，求双曲线方程：

〔1〕与双曲线
2 2

1
9 16
x y

  有共同的渐近线，且过点〔－3，2 3 〕；



〔2〕与双曲线
16

2x
－

4

2y
=1 有公共焦点，且过点〔3 2 ，2〕

分析：设双曲线方程为 2

2

a
x

－ 2

2

b
y

=1，求双曲线方程，即求 a、b，为此需要关于 a、b 的两个方程，

由题意易得关于 a、b 的两个方程

解法一：〔1〕设双曲线的方程为 2

2

a
x

－ 2

2

b
y

=1，

由题意，得   
2 2

4
3

( 3) (2 3) 1
9 16

b
a

 


  

解得 a2=
4
9
，b2=4

所以双曲线的方程为

4
9

2x
－

4

2y
=1

〔2〕设双曲线方程为 2

2

a
x

－ 2

2

b
y

=1

由题意易求 c=2 5

又双曲线过点〔3 2 ，2〕，

∴ 2

2)23(
a

－ 2
4

b
=1

又∵a2+b2=〔2 5 〕2，

∴a2=12，b2=8

故所求双曲线的方程为
12

2x
－

8

2y
=1

解法二：〔1〕设所求双曲线方程为
9

2x
－

16

2y
＝λ〔λ≠0〕，

将点〔－3，2 3 〕代入得λ＝
4
1
，

所以双曲线方程为
9

2x
－

16

2y
＝

4
1

〔2〕设双曲线方程为
k

x
16

2

－
k

y
4

2

＝1，

将点〔3 2 ，2〕代入得 k=4，所以双曲线方程为
12

2x
－

8

2y
＝1

点评：求双曲线的方程，关键是求 a、b，在解题过程中应熟悉各元素〔a、b、c、e 及准线〕之间

的关系，并注意方程思想的应用假设双曲线的渐近线方程 ax±by=0，可设双曲线方程为 a2x2－b2y2=λ



〔λ≠0〕

双曲线的方程为 1
4

2
2

 yx
, 直线 l通过其右焦点 F2，且与双曲线的右支交于 A、B 两点，将 A、B

与双曲线的左焦点 F1连结起来，求|F1A|·|F1B|的最小值

解：设 A(x1,y1),B(x2,y2),

A 到双曲线的左准线 x= ─
c

a 2

= ─
5

4
的距离 d=|x1+

5
4

|=x1+
5

4
，

由双曲线的定义，
d

AF || 1 =e=
2
5

,

∴|AF1|= 2
5

(x1+
5

4
)=

2
5

x1+2,

同理，|BF1|= 2
5

x2+2,

∴|F1A|·|F1B|=(
2
5

x1+2)(
2
5

x2+2)=
4
5

x1x2+ 5 (x1+x2)+4    (1)

双曲线的右焦点为 F2( 5 ,0), 

(1)当直线的斜率存在时设直线 AB 的方程为：y=k(x─ 5 )，

由













1
4

)5(

2
2

yx
xky

消去 y 得  (1─4k2)x2+8 5 k2x─20k2─4=0,

∴x1+x2=
14

58
2

2

k
k

,  x1x2= ─
14
420

2

2




k
k

, 

代入(1)整理得

|F1A|·|F1B|=
14
525

14
40

2

2

2

2





 k

k
k

k
+4=

14
565

2

2




k
k

+4

=
14

4
85)

4
1(65

2

2





k

k
+4=

4
81

+
)14(4

85
2 k

∴|F1A|·|F1B|>
4
81

;

(2)当直线 AB 垂直于 x 轴时，容易算出|AF2|=|BF2|= 2
1

,

∴|AF1|=|BF1|=2a+
2
1

=
2
9

(双曲线的第一定义), ∴|F1A|·|F1B|=
4
81



由(1), (2)得：当直线 AB 垂直于 x 轴时|F1A|·|F1B| 取最大值
4
81

例 6  24双曲线的方程是 16x2－9y2=144
〔1〕求这双曲线的焦点坐标、离心率和渐近线方程；

〔2〕设 F1和 F2是双曲线的左、右焦点，点 P 在双曲线上，且|PF1|·|PF2|=32，求∠F1PF2的大小

解：〔1〕由 16x2－9y2=144 得
9

2x
－

16

2y
=1，

∴a=3，b=4，c=5焦点坐标 F1〔－5，0〕，F2〔5，0〕，离心率 e=
3
5
，渐近线方程为 y=±

3
4

x

〔2〕||PF1|－|PF2||=6，cos∠F1PF2= ||||2
||||||

21

2
21

2
2

2
1

PFPF
FFPFPF 

 

=
||||2

||||||2|)||(|

21

2
2121

2
21

PFPF
FFPFPFPFPF 

=
64

1006436 
 =0

∴∠F1PF2=90°

双曲线的方程是 16x2－9y2=144.
〔1〕求这双曲线的焦点坐标、离心率和渐近线方程；

〔2〕设 F1和 F2是双曲线的左、右焦点，点 P 在双曲线上，且|PF1|·|PF2|=32，求∠F1PF2的大小.

解：〔1〕由 16x2－9y2=144 得
9

2x
－

16

2y
=1，

∴a=3，b=4，cF1〔－5，0〕，F2〔5，0〕，离心率 e=
3
5
，渐近线方程为 y=±

3
4

x.

〔2〕||PF1|－|PF2||=6，cos∠F1PF2= ||||2
||||||

21

2
21

2
2

2
1

PFPF
FFPFPF 

 

=
||||2

||||||2|)||(|

21

2
2121

2
21

PFPF
FFPFPFPFPF 

=
64

1006436 
 =0.

∴∠F1PF2=90°.

求与圆 1)3( 22  yx 及 9)3( 22  yx 都外切的动圆圆心的轨迹方程

解：设动圆的半径为 r，那么由动圆与定圆都外切得

rMFrMF  1,3 21 ，

又因为 2)1()3(21  rrMFMF ，

由双曲线的定义可知，点 M 的轨迹是双曲线的一支

所求动圆圆心的轨迹是双曲线的一支，其方程为： 1
81

22


yx )1( x

8 求与双曲线 1
916

22


yx

共渐近线且过 )3,33( A 的双曲线的方程



分析：因所求的双曲线与双曲线共渐近线，故可先设出双曲线系，再把点代入，求得 K的值即可

解：设与 1
34 2

2

2

2


yx

共渐近线且过 )3,33( A 的

双曲线的方程为  2

2

2

2

34
yx

那么 


 2

2

2

2

3
)3(

4
)33(

 ，从而有
16
11



所求双曲线的方程为 1
99

16
11

22


yx

x2－
2

2y
=1 与点 P〔1，2〕，过 P 点作直线 l 与双曲线交于 A、B 两点，假设 P 为 AB 中点.

〔1〕求直线 AB 的方程；

〔2〕假设 Q〔1，1〕，证明不存在以 Q 为中点的弦.
〔1〕解：设过 P〔1，2〕点的直线 AB 方程为 y－2=k〔x－1〕，
代入双曲线方程得

〔2－k2〕x2+〔2k2－4k〕x－〔k4－4k+6〕=0.
设 A〔x1，y1〕，B〔x2，y2〕，

那么有 x1+x2=－ 2

2

2
42

k
kk




，

由
2

21 xx 
=xp=1，

∴
2
42

2

2




k
kk k=1.

又 k=1 时，Δ=16＞0，从而直线 AB 方程为 x－y+1=0.
〔2〕证明：按同样方法求得 k=2，而当 k=2 时，Δ＜0，所以这样的直线不存在.
培养能力

21 , FF 是双曲线 1
2

2
2

 yx
的左、右焦点,P、Q 为右支上的两点,直线 PQ 过 2F ,且倾斜角为 ,那么



PQQFPF  11 的值为 (      )

A  24       B  8        C  22        D  随 的大小变化

答案: A解析: 用双曲线定义列方程可解

6  过双曲线 022 22  yx 的右焦点作直线 l交曲线于 A、B 两点,假设 4AB 那么这样的直线存在    

(     )
A  0 条        B  1 条      C  2 条       D  3 条

答案: D解析: l x 轴时的焦点弦长 AB=4 最短为通径,故交右半支弦长为 4 的直线恰有一条;过右焦点

交左右两支的符合要求的直线有两条

7  直线 5
3
1

 xy 与曲线 1
259

2


yxx

的交点个数是   (     )

A  0 个       B   1 个       C   2 个       D   3 个

答案:  D解析: (0, 5)点为完整双曲线和椭圆的极值点,故 y=5 为其切线,当直线斜率不为 0 时,直线必与每

个曲线交于两点

8  P 为双曲线 12

2

2

2


b
y

a
x

上一点, 1F 为一个焦点,以 1PF 为直径的圆与圆
222 ayx  的位置关系为       

(    )
A   内切    B   外切     C   内切或外切     D   无公共点或相交

答案: C解析: 用两圆内切或外切的条件判断

9  设 )
4

,0(   ,那么二次曲线 1tancot 22   yx 的离心率的取值范围是 (    )

A  )
2
1,0(     B  )

2
2,

2
1(     C  ),2(      D   )2,

2
2(

答案:  C解析:  


 2cot1
tan

cottan



e

10  设 21 , FF 是双曲线 1
4

2
2

 yx
的两个焦点,点 P 在双曲线上且满足

�9021  PFF ,那么 21FPF 的

面积为      (    )

A   1        B   
2
5

      C   2       D   5

答案:  A解析: 勾股定理,双曲线定义联立方程组 h 或面积公式

11  设 21 , FF 是双曲线 1
4

2
2

 yx
的左、右焦点,P 在双曲线上,当 21PFF 的面积为 1 时, 21 PFPF  的值

为(    )

A   0        B   1      C   
2
1

       D   2



以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下

载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/866202013122010104

https://d.book118.com/866202013122010104

