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专题 11  解三角形综合压轴小题归类
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1．（23-24 高三·陕西榆林·）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为a，b ， c，若 60B   ， 3 3b  ， ABCV
只有一个解，则 c的取值范围为（    ）

A．  0,3 3 B． 0,3 3
 C．  3 3,6 D．   0,3 3 6

 U

2．（23-24 高三·江苏南通·）已知 ABCV 的内角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c，若满足条件
π
6

A  ，

2c  的 ABCV 有两个，则a的取值范围为（    ）

A．  1,2 B．  2,  C． 1,2 D．  1,2

3．（2023·四川绵阳·模拟预测）命题 p ：“若 ABCV 与 DEFV 满足：
4, 2,cos cos
5

AB DE x BC EF A D      ，

则 ABC DEF△ △ ”．已知命题 p 是真命题，则 x的值不可以是（    ）

A．1 B．2 C．
10
3

D．
7
3

4．（23-24 高三下·浙江·）在 ABCV 中，
π , 4,
3

A AB BC a    ，且满足该条件的 ABCV 有两个，则a的取

值范围是（    ）

A．  0 2, B．  2,2 3 C．  2,4 D．  2 3, 4

5．（22-23 高三·北京）已知在 ABCV 中， 60 , 3  oB b ，若满足条件的三角形有且只有一个，则 a 的取

值范围是（    ）

A．{ 0 3}a a ∣ B．{ 0 3a a ∣ 或 2}a 

C．{ 0 3}a a ∣ D．{ 0 3a a ∣ 或 2}a 

题型二：判断三角形形状：化角为边型

 判断三角形解的个数有 2 种：

画图法：以已知角的对边为半径画弧，通过与邻边的交点个数判断解的个数。

①若无交点，则无解；

②若有一个交点，则有一个解；

③若有两个交点，则有两个解；

④若交点重合，虽然有两个交点，但只能算作一个解。

公式法：运用正弦定理进行求解。

①a＝bsinA，△＝0，则一个解；

②a＞bsinA，△＞0，则两个解；

③a＜bsinA，△＜0，则无解。
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1．（2021 高三·全国·专题练习）设△ ABC 的三边长为 BC a ， CA b， AB c ，若 tan
2
A a

b c



，

tan
2
B b

a c



，则△ ABC 是（    ）．

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形

2．（20-21 高三·上海浦东新·）已知 ABCV 的三条边 , ,a b c和与之对应的三个角 , ,A B C 满足等式

cos cos cos cos cos cosa B b C c A b A c B a C     则此三角形的形状是（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰或直角三角形 D．等腰直角三角形

3．（18-19 高三·四川雅安·阶段练习）在△ABC 中，
2 2

2 2

sin( )
sin( )

a b A B
a b A B

 


 
，则△ABC 的形状是（    ）

A．等腰三角形但一定不是直角三角形

B．等腰直角三角形

C．直角三角形但一定不是等腰三角形

D．等腰三角形或直角三角形

4．（23-24 高三·江苏徐州）在 ABCV 中，若
1 cos2 1 cos2

cos cos
C B

c B b C
 


 

，则 ABCV 的形状为（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰直角三角形 D．等腰三角形或直角三角形

5．（23-24 高三·安徽芜湖·）已知 , ,a b c分别是 ABCV 三个内角 , ,A B C 的对边，下列关于 ABCV 的形状判断一

定正确的为（    ）

A． 2 2sin sin sinA B C  ，则 ABCV 为直角三角形

B． 2 2sin sin sinA B C  ，则 ABCV 为等腰三角形

C． 2 2 2sin sin sin 2A B C   ，则 ABCV 为直角三角形

D． 2 2 2sin sin sin 2A B C   ，则 ABCV 为等腰三角形

正余弦定理：化角为边型

若式子中含有余弦的齐次式，优先考虑余弦定理“角化边”；
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题型三：判断三角形形状：化边为角型

1．（22-23 高三·上海青浦·阶段练习）已知 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别是 a，b，c，下列命题中，真

命题的个数是（    ）

（1）若 2 2tan tana B b A ，则 ABCV 是等腰三角形；

（2）若 sin cosA B ，则 ABCV 是直角三角形；

（3）若 cos cos cos 0A B C  ，则 ABCV 是钝角三角形；

（4）若 cos( )cos( ) cos( ) 1A B B C C A    ，则 ABCV 是等边三角形．

A．1 B．2 C．3 D．4

2．（22-23 高三·福建福州·） ABCV 中三个角的对边分别记为 a、b、c，其面积记为 S，有以下命题：①

21 sin sin
2 sin

B CS a
A

 ；②若 2cos sin sinB A C ，则 ABCV 是等腰直角三角形；③

2 2 2sin sin sin 2sin sin cosC A B A B C   ；④ 2 2 2 2( + )sin ( ) ( )sin ( )a b A B a b A B    ，则 ABCV 是等腰或直角

三角形.其中正确的命题是

A．①②③ B．①②④ C．②③④ D．①③④

3．（23-24 高三·重庆·） ABCV 中，角 , ,A B C 所对应的边分别是 , ,a b c， cos cosc a B c A  ，则 ABCV 的形

状是 （    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰直角三角形 D．等腰或直角三角形

4．（23-24 高三·广东广州·）在 ABCV 中，角 A、B、C 所对的边为 a、b、c 若
2

2
tan
tan

b B
c C

 ，则 ABCV 的形状

是（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形

5．（2024·山东·二模）在 ABCV 中，设内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，设甲： (cos cos )b c a C B   ，设乙：

ABCV 是直角三角形，则（    ）

正余弦定理：化边为角型

（1）若式子中含有正弦的齐次式，优先考虑正弦定理“角化边”；
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A．甲是乙的充分条件但不是必要条件

B．甲是乙的必要条件但不是充分条件

C．甲是乙的充要条件

D．甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件

题型四：面积公式的应用

1．（23-24 高三·重庆·）已知 ABCV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c， ABCV 的面积为S ，

2 21 sin
2

S b c A   
 

，
1 1 2

tan tan tanA C B
  ，则 A （    ）

A．120 B．135 C．150 D．165

2．（2023·江西景德镇·模拟预测）已知 ABCV 中，设角A 、B、C 所对的边分别为 a、b、c， ABCV 的面积

为S ，若  2 23sin 2sin sin sin 2sin sinB C A A B C   ，则 2

S
b

的值为（    ）

A．
1
4 B．

1
2

C．1 D．2

3．（2023·海南·二模）在锐角三角形 ABC 中，角 A,B,C 的对边分别是 a,b,c,已知 a 3 ,

 2 2 3 tanA 3bcb c   ,  2 A B2cos 2 1 cosC
2


  ,则 ABCV 的面积

A．
3 3

2
 B． 3 2 6

4
 C． 3 2 6

4
 D．

3 3
4



4．（21-22 高三上·江西宜春·）在𝛥𝐴𝐵𝐶中,角A 、 B 、C 所对的边分别为a、b 、 c，已知 2,
3

b A 
  ，且

1 cos cos
c b

C A



，则𝛥𝐴𝐵𝐶的面积为 

A． 3 B． 2 3 C． 2 3
3

或 3 D． 3或 2 3

三角形面积 ，不仅仅有常见的“底乘高”，还有以下：

①S△ABC＝
1

2
absin C＝

1

2
bcsin A＝

1

2
acsin B＝

abc

4R
 

②S△ABC＝
1

2
(a＋b＋c)·r(r 是切圆的半径)
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5．（23-24 高三·广西百色） ABCV 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知

sin sin 4 sin sinb C c B a B C  ， 2 2 2 8b c a   ，则 ABCV 的面积为（    ）

A．
2
3

B． 2 3
3

C．
8
3

D．
8 3

3

题型五：求边长或者周长

1．（23-24 高三·湖北黄冈·）在 ABCV 中，内角 , ,A B C 的对边分别为a，b ， c，已知 2 sin 3 3b A  ， 3a  ，

B 为钝角， 2b c  ，则b （    ）

A．5 B．6 C．7 D．8

2．（23-24 高三·江苏淮安·）在 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 60A  ， 6a  ，
2 2 2 2  a b c ab，则c （    ）

A．1 B．2 C．4 D．6

3．（23-24 高三·山西长治·）在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对应的边分别为a，b ， c， 2 2a c  ，

tan tan 4
2 2

A B C
  ，则b （    ）

A． 2 B． 3 C．2 D． 5

4．（23-24 高三·四川成都）在 ABCV 中，a，b，c 分别为内角 A，B，C 的对边，若

2 2 23sin sin sin 2sin sinC A B A B   ，
3cos
5

C  ，且 4ABCS V ，则c （    ）

A．
4 6

3
B．4 C． 2 6

3
D．5

解三角形，主要考查正弦定理、余弦定理，还考查三角形面积公式，两角差的正弦公式，同角间的三角

函数关系，正切函数性质等等．注意正弦定理在进行边角转换时等式必须是齐次，关于边 的齐次式

或关于角的正弦 的齐次式，齐次分式也可以用正弦定理进行边角转换．求范围问题，通

常是把量表示为三角形某个角的三角函数形式，利用此角的范围求得结论．

, ,a b c

sin ,sin ,sinA B C
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5．（23-24 高三·江苏南京）在 ABCV 中，角 A，B，C 对边分别为 a，b，c．若 2 cos 2b C a c  ，
π
4

A  ，

3b  ，则实数 a 的值为（   ）

A．6 B．3 C． 6 D． 3

题型六：解三角形求角度

1．（23-24 高三下·江苏南京）在 ABCV 中，已知 , ,a b c分别为角 , ,A B C 的对边．若 3cosa b C
b a

  ，且

  3cos
6

A B   ，则 cosC =（    ）

A．
4 3

9
 B． 4 3

9
C． 3

2
D．

3
2

或
4 3

9


2．（23-24 高三·青海西宁）在 ABCV 中，内角 , ,A B C 所对的边分别是 , ,a b c，若

sin sin sin 2sin
sin

a A b B c C C
a B

 
 ，则C 的大小为（    ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
2

D．
2π
3

3．（23-24 高三·安徽蚌埠）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，已知 cos cos 2sin sinB C A B  ，

3a b= ，则C  （    ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
3

D．
π
2

4．（2024·江西宜春·模拟预测）在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c，若
2 2 2( ) tan 3a c b B ac   ，则 cos5B （    ）

求三角形角度，要涉及到角的锐钝的判断，可以通过余弦值的正负判断。如果不能直接判断，那么借助

其他角来判断。如涉及到锐角三角形，则三个角都要转化判断锐钝。
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A．
1
2

B． 3
2

 C． 3
2

D．
1
2



5．（24-25 高三·江苏·假期作业）记 ABCV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c．若 2 2tan tana B b A ，

( )( ) ( 3 )a c a c b b c    ，则B （    ）

A．
π
6
或

π
2

B．
π
6

C．
π
2
或

2π
3

D．
π
6
或

π
3

题型七：范围与最值：知角和边求周长

1．（23-24 高三·江苏淮安）在 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 3a  ，且

3 cos sinB B c  ，则 ABCV 的周长的取值范围为（    ）

A．( 3,2 3ù
úû B． 3,2 3 

  C． 2 3,3 3
 D． 2 3,3 3 

 

2．（23-24 高三·黑龙江大庆）在 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，S 为 ABCV 的面积， 2a  ，

且 2 22 ( )S a b c   ，则 ABCV 的周长的取值范围是（    ）

A． (2, 2 5] B． (4,2 5 2] C． (6,2 5 2] D． (4, 5 2]

3．（2024·全国·模拟预测）在锐角 ABCV 中，若
cos cos3 sin sin sinA CA B C

a c
   
 

，且 3sin cos 2C C  ，

则 a b 能取到的值有（    ）

A．5 B．4 C． 2 3 D．3

 解三角形中最值或范围问题，通常涉及与边长，周长有关的范围问题，与面积有关的范围问题，或与角度

有关的范围问题，

常用处理思路：

①余弦定理结合基本不等式构造不等关系求出答案；

②采用正弦定理边化角，利用三角函数的范围求出最值或范围，如果三角形为锐角三角形，或其他的限制，

通常采用这种方法；

③巧妙利用三角换元，实现边化角，进而转化为正弦或余弦函数求出最值
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4．（22-23 高三·福建福州）设锐角 ABCV 的三个内角 A、B、C 的对边分别为 a、b、c，且 1, 2c A C  ，则 ABCV
周长的取值范围为（    ）

A． (3, 2 2] B． (3,3 3] C． (2 2,3 3)  D． (2 2,3 3] 

5．（22-23 高三上·福建泉州·开学考试）在锐角 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，S 为 ABCV 的面积，

2a  ，且  222S a b c   ，则 ABCV 的周长的取值范围是（    ）

A．  4,6 B． 4,2 5 2 

C． 6,2 5 2  D． 4, 5 2 

题型八：范围与最值：知角和边求面积

1．（23-24高三·山东淄博）在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c，若 2 2 2sin sin sin sin sinA C B A B   ，

且 3c  ，则 ABCV 面积的最大值为（    ）

A． 3 B． 9 3
4

C． 3 3
4

D． 2 3

2．（23-24 高三·山东聊城）在 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c， 2c  ，

2 2 2 3 4
3

sina b ab C   ，则 ABCV 面积的最大值为（    ）

A．
3

2
B．1 C． 3 D． 2 3

3．（23-24 高三·陕西渭南·阶段练习）在 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，若 2a  ， 30A  ，
则 ABCV 面积的最大值为（    ）

三角形面积 ，不仅仅有常见的“底乘高”，还有以下：

①S△ABC＝
1
2
absin C＝

1
2
bcsin A＝

1
2
acsin B＝

abc
4R

 

②S△ABC＝
1
2
(a＋b＋c)·r(r 是切圆的半径)
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A．3 3 B． 2 3 C．3 3 D． 2 3

4．（22-23 高三下·山西·阶段练习）在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c， 1c ，
sin 2 sin sina A b B C  ，则 ABCV 面积的最大值是（    ）

A．
1
9

B．
1
6

C． 2
3

D．
3

4

5．（20-21 高三·安徽·阶段练习）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别是 , ,a b c，且
sin( ) 2sin cos 0B C A B   .若 2b  ，则 ABCV 面积的最大值为（    ）

A．
3

3
B． 2 3

3
C． 4 3

3
D． 2 3

题型九：范围与最值：判断角型

1．（23-24 高三·广东湛江·阶段练习）记 ABCV 的内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，已知
2 2 2 2 2

2
a b a b c

c ab
  

 ，若 ABCV 为锐角三角形，则角 B 的取值范围是（    ）

A．
π0,
6

 
 
 

B．
π π,
6 4

 
 
 

C．
π π,
4 3

 
 
 

D．
π π,
3 2

 
 
 

2．（23-24 高三·湖南株洲·期末）在锐角 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，若 2 cosa c a B  ，

则
212sin

4sin sin
A

A C
的取值范围为（   ）

A．[2 2, ) B． (2 2, ) C．[2 2,3] D． (2 2,3)

求复合型角，

1.以给了函数值的角度为基角来拆角。

2.讨论基角的范围，确认基角的正余弦值符号

3.所求复合型角的范围，以及对应的正（或者余）弦符号，确认对应复合型角度
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3．（23-24高三·江苏连云港）在 ABCV 中，内角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c，若  2sin sinA C B  ，

则角A 的最大值是（    ）

A．30 B． 45 C．60 D．90

4．（23-24 高三·上海） ABCV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c，满足  2 2a b c bc   ，则角A 的

范围是（    ）

A．
π0,
6

 
  

B．
π0,
3

 
  

C．
π , π
6

 
 

D．
π , π
3

 
 

5．（2024·安徽合肥·模拟预测）已知 ABCV 角 、 、A B C 的对边分别为a b c、 、 满足
2 sin sin

sin
b A C

a c B





，则角

B 的最大值为（    ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
3

D．
2π
3

题型十：范围与最值：无长度求比值型

1．（23-24 高三·江苏南京·阶段练习）在锐角 ABCV 中，角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c若
3sin

2 4
A b c

b


 ，则
a

b c
的取值范围是（    ）

A．
1 1,
4 3

 
 
 

B．
2 2,

3 2
 
  
 

C．
1 1,
3 2

 
 
 

D．
3 2,

3 2
 
  
 

2．（23-24 高三·吉林）已知锐角 ABCV 是单位圆的内接三角形，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，且

解三角形：最值范围

1、可以用余弦定理+均值不等式来求解。

2、可以利用正弦定理，结合角与角所对应的边，转化为角的形式，再进行三角恒等边形，化一，求解最值与范

围，要注意三角形是否有“锐角、钝角”三角形的角度范围限制
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2 2 2 2sin sin sin 4sin cos 2sin sin cosA C B A B A B C    ，则
bc
a
的取值范围是（    ）

A．
1 ,2
2

 
 
 

B．
3 4 3,

3 3
 
  
 

C． ( 3, 2 3) D．
3 , 2 3

2
 
  
 

3．（23-24 高三·陕西商洛）记 ABCV 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，若 sin 3 cos 0b A a B  ，

2 3b ac ，则
b

a c



（    ）

A．
3

3
B． 3

2
C． 2

4
D．

1
3

4．（23-24 高三·湖北·阶段练习）在锐角 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，且 ABCV 的面积

 1 cosS bc A  ，则
2a

bc
的取值范围为（    ）

A．
4 ,
5

  
B．

4 16,
5 15

 
 

C．
4 32,
5 35

 
 

D．
32 16,
35 15

 
 

5．（23-24 高三·江苏南通）在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c，若 2 cosc b b A  ，则
c

a b
的取

值范围是（    ）

A．  1, 2 B．
3 , 2
2

 
 
 

C．
3 ,3
2

 
 
 

D．  2,3

题型十一：范围与最值：正切型最值
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1．（23-24 高三上·四川南充·阶段练习） ABCV 的周长为 18，若 cos 2sin
2 2

A B C
 ，则 ABCV 的内切圆半径

的最大值为（   ）

A．1 B． 3 C．2 D．4

2．（2022·黑龙江哈尔滨·二模）在锐角 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c， ABCV 的面积为 S，

若 2 2

2sin( ) SA C
b a

 


，则
1tan

3tan( )
A

B A



的取值范围为（    ）

A．
2 3 ,

3
 


 

B．
2 3 4,

3 3
 
 
 

C．
2 3 4,

3 3
 
  
 

D．
2 3 4,

3 3
 

 
 

3．（23-24 高三上·山东德州·阶段练习）在锐角 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，S 为 ABCV

的面积，且  222S a b c   ，则
2 2b c
bc


的取值范围为      .

4．（22-23 高三下·四川南充·开学考试）已知 ABCV 的内角 A B C， ， 所对的边分别为 a b c， ， ，若
2 2 2

2 2 2
sin sin

sin
A C b c a

B b c a
 


 

，则 tan C 的取值范围为     

5．（21-22 高三上·江苏南通·）在锐角△ABC 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，已知
2 22 cos 3a ab C b  ，则 tan tan tanA B C 的最小值是       ．

1.正切主要恒等式：

tan(α＋β)＝
tan α＋tan β

1－tan αtan β
　(T(α＋β))

tan(α－β)＝
tan α－tan β

1＋tan αtan β
　(T(α－β))

正切和差公式变形：

tan α±tan β＝tan(α±β)(1∓tan αtan β)，

tan αtan β＝1－
tan α＋tan β

tan�α＋β�
＝

tan α－tan β

tan�α－β�
－1.

2.在三角形中， tan tan tan tan tan tanA B C A B C  
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题型十二：正余弦定理与三角形外心

1．（2023 高三上·全国·专题练习）在 ABCV 中，D 为边 AC 上一点， 6 4,AB AC AD   ，若 ABCV 的外心

恰在线段 BD 上，则BC       ．

2．（21-22 高三上·河南·阶段练习）在钝角三角形 ABC 中，内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知 A＞

2

，a＝2，点 O 为△ABC 的外心，△OBC 的面积为 3，则△OAB 与△OAC 的面积之和的最大值

为          ．

3．（17-18 高三·湖南·开学考试）若点O是等腰 ABCV 的外心，且 120BOC   ，底边 2BC  ，则 ABCV 的

面积是          ．

4．（22-23 高三·四川达州）已知 ABCV 的内角 , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c，满足 3a  ， 6cos 2b B c  ，

若 M 为 ABCV 的外心，AM 的延长线交 BC 于 D，且
3

2
MD  ，则A =    ； ABCV 的面积为          .

5．（22-23 高三·湖北·阶段练习）在△ABC 中，已知 2, 5, 60AB AC BAC    ，P 是△ABC 的外心，则 APB
的余弦值为      .

三角形所在的外接圆的处理方法：

1.外接圆的圆心到三角形的三个顶点的距离相等。锐角三角形外心在三角形内部。直角三角形外心在三角

形斜边中点上。

钝角三角形外心在三角形外。

2.正弦定理：
a

sin A
＝

b
sin B

＝
c

sin C
＝2R，其中 R 为 外接圆半径 
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题型十三：正余弦定理与角平分线

1．（2023·江西·模拟预测）如图，若 AD 是 ABCV 的角平分线，则 2AD AB AC BD CD    ，该结论由英国

数学家斯库顿发现，故称之为斯库顿定理，常用于解决三角形中的一些角平分线问题．若图中
4 5 6BD AD AB  ， ， ，在 ABCV 内任取一点 P，则点 P 恰好落在 ABD△ 内的概率为（    ）

  

A．
5
9

B．
3
5

C．
4
9

D．
4
5

2．（2023·青海玉树·模拟预测）在 ABCV 中，角A 、 B 、C 所对的边分别为a、b 、 c，若

 sin sin sina A b B c b C   ， AD 为 ABCV 的角平分线，且 2 3AD  ， 2c b ，则a的值为（    ）

A． 2 3 B．3 3 C． 4 7 D．6 7

3．（22-23 高三·浙江杭州·期中）在 ABCV 中， 90BAC  ，AD 是 BAC 的角平分线， 3AB  ， 4AC  ，

E 是 AC 的中点，则 DE 的长度为（    ）

A．
2 37

7
B． 2 17

7
C． 37

7
D．

17
7

4．（21-22 高三上·浙江·阶段练习）已知 ABCV 内接于半径为 2 的 Oe ，内角 A，B，C 的角平分线分别与 Oe

内切圆圆心，是三角形三个内角角平分线的交点， 的三边长分别为 ， 的面积为 ，内切圆

半径为 ，则 .

ABCV , ,a b c ABCV S

r
2


 

Sr
a b c

  21
2

SS a b c r r
a b c


     

 
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相交于 D，E，F 三点，若 cos cos cos (sin sin sin )
2 2 2
A B CAD BE CF λ A B C        ，则 

A．1 B．2 C．3 D．4

5．（21-22 高三·河北保定）在𝛥𝐴𝐵𝐶中，
3

B 
 ，M 为 AC 边上的一点，且 2BM  ，若 BM 为 ABC 的角平

分线，则
2 1

AM CM
  的取值范围为

A．
3 , 3

2
 

  
 

  B．
3 , 3

2
 

 
 

  C．
1 , 3
2

  
 

D．
1 , 3
2

   

题型十四：正余弦定理与中线
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1．（23-24 高三·海南海口） ABCV 中，角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c，
2 2 2sin sin sin sin sinB C A B C   ， 4a  ，BC 边上的中线为 6 ，则 ABCV 的面积为（    ）

A． 3 B． 2 3 C．3 D．4

2．（23-24 高三·江苏镇江·阶段练习）在 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c， 2b  ，
2 2 2b c a bc   ，若BC 边上的中线 7AD  ，则 ABCV 的外接圆面积是（    ）

A． 4π B．8π C．12π D．16π

中线的处理方法

1.向量法：

2.补全为平行四边形。再转而在新三角形中用正余弦定理

2.余弦定理法（补角法）：

如图设 ，

在 中，由余弦定理得 ，①

在 中，由余弦定理得 ，②

因为 ，所以

所以①+②式即可

3.延伸补形法：如图所示，延伸中线，补形为平行四边形

4. 中线分割的俩三角形面积相等

1 ( )
2

AD AB AC 
uuur uuur uuur


 2 2 21 2

4
AM AB AB AC AC   
uuuur uuur uuur uuur uuur

BD DC

ABDV 2 2 2 2 cosAB AD BD AD BD ADB      

ACD△ 2 2 2 2 cosAC AD DC AD DC ADC      

πAMB AMC    cos cos 0ADB ADC   
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3．（22-23 高三·四川成都）如图，在 ABCV 中，已知 2AB  ， 5AC  ， 60BAC  ，BC ， AC 边上的两条

中线 AM ，BN 相交于点 P，则 APB 的余弦值为（    ）

  

A．
13

13
B． 2 13

13
C． 2 91

91
D．

4 91
91

4．（20-21 高三四川自贡·开学考试）如图，在 ABCV 中， 90ACB  ， AC BC ， AD 为中线，过点C 作

CE AD 于点E ，延长CE交 AB 于点F ，若 1AC  ，则CF 的值为（    ）

  

A．
3
4

B． 3
2

C．
2
3

D．
5

3

5．（2022 高三·全国·专题练习）在等腰 ABCV 中， AC BC ，BC 边上的中线 4AD ，则 ABCV 面积 S 的最

大值为（    ）

A．
16
3

B．
28
3

C．
32
3

D．
64
3

题型十五：正余弦定理与三角形高
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1．（23-24 高三·河南郑州）在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边分别是 , ,a b c，若 cos cos 6c A a C  ， AC 边上的

高为3 3，则 ABC 的最大值为（    ）

A．
π
6

B．
π
3

C．
π
2

D．
2π
3

2．（23-24 高三广西·阶段练习）在 ABCV 中，角 A、B、C 的对边分别为 a、b、c，若 4c  ， 2b  ， BAC
的平分线 AD 的长为 6 ，则 BC 边上的高 AH 的长为（    ）

A．
3 5

2
B． 5 C． 3 3

2
D．

15
2

3．（2024·广东佛山·一模）已知 ABCV 中， 2 2AB BC  ， AB 边上的高与 AC 边上的中线相等，则
tanB            .

4．（2022 高三·全国·专题练习）在 ABCV 中，角 , ,A B C 所对的边为 , ,a b c ，若 AB 边上的高为
1
4

AB，则

sin sin
sin sin

A B
B A

 的最大值是          ．

5．（2011·江苏南京·一模）𝛥𝐴𝐵𝐶中，BC 边上的高 AD BC ，角 , ,A B C 所对的边分别是 , ,a b c，则
b c
c b

 的

取值范围是          ．

三角形高的处理方法：

1.等面积法：两种求面积公式

   如

2.三角函数法：

21 1 1sin
2 2 2

S bc A BC AD c   

cos , sin ,BCD BD AB ABD AD AB ABD    在 中，
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题型十六：解三角形综合应用

1．（20-21 高三·江苏南京）如图所示，在平面四边形 ABCD中，已知
2 2 2

ABDS AD BD AB  V ，

BAD BCD     ， ABC BCD   ，记BD的中垂线与 AC 的中垂线交于一点 P ，恰好CP为 ACB 的角

平分线，则
2BD

AP
 （    ）

A．
14 14

34
 B． 34 2 17

17
 C．

1
8

D．
28 2 17

17


2．（21-22 高三·浙江）如图，已知O PQ 是半径为 1，圆心角为75o的扇形，点 , ,A B C 分别是半径 ,OP OQ及

扇形弧上的三个动点（不同于 , ,O P Q 三点）,则𝛥𝐴𝐵𝐶周长的最小值是（　　）

A．
6 1
2
 B． 6 2

2
 C． 2 6 1

4
 D．

2 6 2
4


3．（2021·安徽合肥·二模）已知点 I 在 ABCV 内部， AI平分 BAC ，
1
2

IBC ACI BAC     ，对满足上

述条件的所有 ABCV ，下列说法正确的是（   ）
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A． ABCV 的三边长一定成等差数列

B． ABCV 的三边长一定成等比数列

C． ABI△ ， ACIV ， CBIV 的面积一定成等差数列

D． ABI△ ， ACIV ， CBIV 的面积一定成等比数列

4．（23-24 高三·安徽六安·阶段练习） ABCV 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知 2c  ，
sin sin
cos 2 cos

C A
C A




，M 和 N 分别是 ABCV 的重心和内心，且 / / BCMN ，则 a （   ）

A．2 B．3 C．4 D．6

5．（23-24 高三·北京）已知在 ABCV 中， , 3
3

B AC
  ，设 [0, 2]k  ， 记 AB k BC  的最大值为 ( )f k ，

则 ( )f k 的最小值为（    ）

A． 3 B．2 C． 2 3 D． 2 7

参考答案与试题解析

专题 11  解三角形综合压轴小题归类

目录

题型一： 三角形几解求参...................................................................................................................................................1

题型二：判断三角形形状：化角为边型.............................................................................................................................3

题型三：判断三角形形状：化边为角型.............................................................................................................................7

题型四：面积公式的应用.....................................................................................................................................................9
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题型五：求边长或者周长...................................................................................................................................................12

题型六：解三角形求角度...................................................................................................................................................14

题型七：范围与最值：知角和边求周长...........................................................................................................................16

题型八：范围与最值：知角和边求面积...........................................................................................................................19

题型九：范围与最值：判断角型.......................................................................................................................................21

题型十：范围与最值：无长度求比值型...........................................................................................................................24

题型十一：范围与最值：正切型最值...............................................................................................................................28

题型十二：正余弦定理与三角形外心...............................................................................................................................32

题型十三：正余弦定理与角平分线...................................................................................................................................35

题型十四：正余弦定理与中线...........................................................................................................................................38

题型十五：正余弦定理与三角形高...................................................................................................................................42

题型十六：解三角形综合应用...........................................................................................................................................46

题型一： 三角形几解求参

1．（23-24 高三·陕西榆林·）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为a，b ， c，若 60B   ， 3 3b  ， ABCV
只有一个解，则 c的取值范围为（    ）

A．  0,3 3 B． 0,3 3
 C．  3 3,6 D．   0,3 3 6

 U

【答案】D

 判断三角形解的个数有 2 种：

画图法：以已知角的对边为半径画弧，通过与邻边的交点个数判断解的个数。

①若无交点，则无解；

②若有一个交点，则有一个解；

③若有两个交点，则有两个解；

④若交点重合，虽然有两个交点，但只能算作一个解。

公式法：运用正弦定理进行求解。

①a＝bsinA，△＝0，则一个解；

②a＞bsinA，△＞0，则两个解；

③a＜bsinA，△＜0，则无解。



                                                                          高中数学精编资源                                                                                                       

 23 / 42

【分析】利用正弦定理求外接圆半径，结合圆的性质分析求解.

【详解】 ABCV 的外接圆O的半径

3 3 3
2sin 32

2

bR
B

  


，

如图所示， 3 3AC  , AB是圆的直径.

可知点 B 在优弧»AC 上（不包括端点），

当 B 为B时，此时 c取到最大值 2 6R  ；

当点 B 从点 A 到B时，此时 c越来越大，且  0,6c  ；

当点 B 从点B到 C 时，此时 c越来越小，且  3 3,6c  ；

综上所述：若 ABCV 只有一个解，则 c的取值范围为   0,3 3 6  .

故选：D.

2．（23-24 高三·江苏南通·）已知 ABCV 的内角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c，若满足条件
π
6

A  ，

2c  的 ABCV 有两个，则a的取值范围为（    ）

A．  1,2 B．  2,  C． 1,2 D．  1,2

【答案】A

【分析】根据给定条件，利用正弦定理用a表示 sin C ，再借助 sin C 的范围求解即得.

【详解】在 ABCV 中，由正弦定理得
sin sin

a c
A C

 ，则

π2sinsin 16sin c AC
a a a

   ，

由满足条件
π
6

A  ， 2c  的 ABCV 有两个，得
π 5π
6 6

C  ，且
π
2

C  ，即
1 sin 1
2

C  ，

因此
1
2

< 1
𝑎

< 1，所以1 2a  .

故选：A

3．（2023·四川绵阳·模拟预测）命题 p ：“若 ABCV 与 DEFV 满足：
4, 2,cos cos
5

AB DE x BC EF A D      ，

则 ABC DEF△ △ ”．已知命题 p 是真命题，则 x的值不可以是（    ）
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A．1 B．2 C．
10
3

D．
7
3

【答案】D

【分析】根据已知可知三角形有唯一解，根据已知结合正弦定理，以及 x与 2 的大小关系、正弦函数的取值

范围，求解即可得出答案.

【详解】

在 ABCV 中，由已知可得，
2 3sin 1 cos

5
A A   .

又
4cos 0
5

A   ，所以A 为锐角.

由正弦定理可得，
sin sin
BC AB

A C
 ，

所以，

3
sin 35sin

2 10

xAB AC x
BC

   .

要使命题 p 是真命题，则C 有唯一满足条件的解.

若0 2x  ，则
3sin
5

C  ，显然C 有唯一满足条件的解；

若 2x  ，则C A ，满足；

若 2x  ，且 sin 1C  ，即
3 1

10
x  ，

即
102
3

x  ，此时C 有两解满足条件，此时命题 p 是假命题；

当
10
3

x  时，此时有 sin 1C  ，
π
2

C  有唯一解，满足；

当
10
3

x  时，此时有 sin 1C  ，显然C 无解，不满足.

综上所述，当0 2x  或
10
3

x  时，命题 p 是真命题.

故选：D.

4．（23-24 高三下·浙江·）在 ABCV 中，
π , 4,
3

A AB BC a    ，且满足该条件的 ABCV 有两个，则a的取

值范围是（    ）

A．  0 2, B．  2,2 3 C．  2,4 D．  2 3, 4

【答案】D
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【分析】由正弦定理求出 sinC ，由 sin 1C  ，且BC AB ，可得a的取值范围.

【详解】由正弦定理可得：
4

sin sin
a

A C
 ，所以

2 3sin 1C
a

  ，所以 2 3a  ，

因为满足条件的 ABCV 有两个，所以BC AB ，即 4a  ，所以a的取值范围是  2 3, 4

故选：D

5．（22-23 高三·北京）已知在 ABCV 中， 60 , 3  oB b ，若满足条件的三角形有且只有一个，则 a 的取

值范围是（    ）

A．{ 0 3}a a ∣ B．{ 0 3a a ∣ 或 2}a 

C．{ 0 3}a a ∣ D．{ 0 3a a ∣ 或 2}a 

【答案】D

【分析】由正弦定理和三角形解的个数可得答案.

【详解】由正弦定理可得

3sin sin 2sin
sin 3

2

  
ba A A A

B ，

若满足条件的三角形有且只有一个，则0 60 o oA 或 90A  o，

所以
30 sin

2
A  或 sin 1A  ，

可得0 3a  或 2a  .

故选：D.

题型二：判断三角形形状：化角为边型

1．（2021 高三·全国·专题练习）设△ ABC 的三边长为 BC a ， CA b， AB c ，若 tan
2
A a

b c



，

tan
2
B b

a c



，则△ ABC 是（    ）．

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形

【答案】B

正余弦定理：化角为边型

若式子中含有余弦的齐次式，优先考虑余弦定理“角化边”；
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【分析】若三角形各边长为 a、b、c 且内切圆半径为 r，

法一：由内切圆的性质有 tan
2
A a

b c



、 tan

2
B b

a c



，根据边角关系可得 a b 或 2 2 2a b c  ，注意讨论所

得关系验证所得关系的内在联系；

法二：由半角正切公式、正弦定理可得 A B 或
π
2

A B  ，结合三角形内角的性质讨论所得关系判断三角形

的形状.

【详解】设  1
2

P a b c   ，△ ABC 的内切圆半径为 r，如图所示，

  

法一： 

∴ tan
2
A r a

p a b c
 

 
①； tan

2
B r b

p b a c
 

 
②.

①÷②，得：
p b a a c
p a b c b

 
 

 
，即

 
 

 
 

2
2

p b a a c
p a b b c

 


 
．

于是      b b c c a b a a c b c a       ，

2 3 2 2 3 2ab b bc a b a ac     ，   2 2 2 0a b a b c    ，

从而得 a b 或 2 2 2a b c  ，

∴ A B   或 90C  ．故△ ABC 为等腰三角形或直角三角形，

（1）当 a b 时，内心 I 在等腰三角形CAB的底边上的高CD上， 

  
2

21 1
2 2 4ABC

cS AB CD a c    △
，从而得

2
2

2 4
2

cc aSr
a b c a c

 
 

  
．

又  1 1
2 2

p a b c a c     ，代入①式，得

 

2
2

4
12
2

cc a a a
b c a ca c c

 
 

  
，即

2 24
2
a c a
a c a c




 
，
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上式两边同时平方，得：  

2

2
2
2

a c a
a c a c




 
，化简 2 22 0c a  ，即 2c a ．即△ ABC 直角三角形，

∴△ ABC 为等腰直角三角形．

（2）当 2 2 2a b c  时，易得  1
2

r a b c   ．

代入②式，得
 

 

1
2
1
2

a b c b
a ca c b

 


 
，此式恒成立，

综上，△ ABC 为直角三角形．

法二：

利用
sintan

2 1 cos
A A

A



，

sintan
2 1 cos
B B

B



及正弦定理和题设条件，得

sin sin
1 cos sin sin

A A
A B C


 

①，

sin sin
1 cos sin sin

B B
B A C


 

②.

∴1 cos sin sinA B C   ③；1 cos sin sinB A C   ④.

由③和④得：1 cos sin 1 cos sinA B B A     ，即 sin cos sin cosA A B B   ，
π πsin sin
4 4

A B        
   

，

因为 ,A B为三角形内角，

∴
π π
4 4

A B   或
π ππ
4 4

A B    ，即 A B 或
π
2

A B  ．

（1）若 A B ，代入③得：1 cos sin sinA B C   ⑤

又 π π 2C A B A     ，将其代入⑤，得：1 cos sin sin 2A A A   ．

变形得    2sin cos sin cos 0A A A A    ，

即   sin cos sin cos 1 0A A A A    ⑥，

由 A B 知 A 为锐角，从而知 sin cos 1 0A A   ．

∴由⑥，得： sin cos 0A A  ，即
π
4

A  ，从而
π
4

B  ，
π
2

C  ．

因此，△ ABC 为等腰直角三角形．

（2）若
π
2

A B  ，即
π
2

C  ，此时③④恒成立，

综上，△ ABC 为直角三角形．

故选：B

2．（20-21 高三·上海浦东新·）已知 ABCV 的三条边 , ,a b c和与之对应的三个角 , ,A B C 满足等式

cos cos cos cos cos cosa B b C c A b A c B a C     则此三角形的形状是（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形
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C．等腰或直角三角形 D．等腰直角三角形

【答案】A

【分析】利用余弦定理将角化为边整理，即可得三角形的边之间的关系，从而可得此三角形的形状.

【详解】由余弦定理，可得

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2
a c b a b c b c a b c a a c b a b ca b c b c a

ac ab bc bc ac ab
           

           ，

整理，得
2 2 2 2 2 2

0a b b c c a
c a b
  

   ，

所以
2 2 2 2 2 2 2 2

0a b b c c b b a
c a b
    

   ，

所以    2 2 2 21 1 1 1+ 0a b b c
c b a b

          
   

，

所以      + 0a b b ca b b c b a b c
bc ab
 

       ，

所以    0a b b ca b b c
bc ab
      

 
，

所以   
2 2

0a ab bc ca b b c
abc

  
    ，

所以     0a c ba b b c a c
abc
 

     ，

所以 a b 或b c 或 a c ，故三角形为等腰三角形.

故选：A

3．（18-19 高三·四川雅安·阶段练习）在△ABC 中，
2 2

2 2

sin( )
sin( )

a b A B
a b A B

 


 
，则△ABC 的形状是（    ）

A．等腰三角形但一定不是直角三角形

B．等腰直角三角形

C．直角三角形但一定不是等腰三角形

D．等腰三角形或直角三角形

【答案】C

【解析】原式可化为       2 2 2 2sin cos cos sin sin cos cos sina b A B A B a b A B A B      ，然后利用正弦定理、

余弦定理进行边角互化，得出a，b ， c的关系.

【详解】解：由
2 2

2 2

sin( )
sin( )

a b A B
a b A B

 


 
得：    2 2 2 2sin( ) sin( )a b A B a b A B      ，且 a b ，

∴       2 2 2 2sin cos cos sin sin cos cos sina b A B A B a b A B A B      ，且 a b ，
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∴       2 2 2 2cos cos cos cosa b a B b A a b a B b A      ，

∴    
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2
a c b b c a a c b b c aa b a b a b a b

ac bc ac bc
          

        
   

，

化简整理得：      2 2 2 2 2 2 2a b a b a b c     ，即   2 2 2 2 2 0a b c a b    ，

∴ 2 2a b 或 2 2 2a b c  ，又 a b ，

∴△ABC 是直角三角形但一定不是等腰三角形.

故选：C.

【点睛】本题考查三角形形状的判定，难度稍大.解答时，利用正、余弦定理进行边角互化是难点.

4．（23-24 高三·江苏徐州）在 ABCV 中，若
1 cos2 1 cos2

cos cos
C B

c B b C
 


 

，则 ABCV 的形状为（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰直角三角形 D．等腰三角形或直角三角形

【答案】D

【分析】先利用二倍角公式化简，然后利用正余弦定理统一成边的形式，化简变形可得答案.

【详解】因为
1 cos2 1 cos2

cos cos
C B

c B b C
 


 

，所以
2 22sin 2sin

cos cos
C B

c B b C


 
，

所以 2 22 sin cos 2 sin cosb C C c B B ，

所以由正弦定理得 2 22 cos 2 cosbc C cb B ，

因为 2 0bc  ，所以 cos cosc C b B ，

所以由余弦定理得
2 2 2 2 2 2

2 2
a b c a c bc b

ab ac
   

   ，

所以    2 2 2 2 2 2 2 2c a b c b a c b     ，

所以 2 2 2 2 4 4 0a b a c c b    ，

所以 2 2 2 2 2 2 2( ) ( )( ) 0a b c c b c b     ，

所以 2 2 2 2 2( )[ ( )] 0b c a c b    ，

所以 2 2 0b c  或 2 2 2( ) 0a c b   ，

所以b c 或 22 2a bc  ，

所以 ABCV 为等腰三角形或直角三角形.

故选：D

5．（23-24 高三·安徽芜湖·）已知 , ,a b c分别是 ABCV 三个内角 , ,A B C 的对边，下列关于 ABCV 的形状判断一

定正确的为（    ）

A． 2 2sin sin sinA B C  ，则 ABCV 为直角三角形
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B． 2 2sin sin sinA B C  ，则 ABCV 为等腰三角形

C． 2 2 2sin sin sin 2A B C   ，则 ABCV 为直角三角形

D． 2 2 2sin sin sin 2A B C   ，则 ABCV 为等腰三角形

 

题型三：判断三角形形状：化边为角型

1．（22-23 高三·上海青浦·阶段练习）已知 ABCV 中，角 A，B，C 的对边分别是 a，b，c，下列命题中，真

命题的个数是（    ）

（1）若 2 2tan tana B b A ，则 ABCV 是等腰三角形；

（2）若 sin cosA B ，则 ABCV 是直角三角形；

（3）若 cos cos cos 0A B C  ，则 ABCV 是钝角三角形；

（4）若 cos( )cos( ) cos( ) 1A B B C C A    ，则 ABCV 是等边三角形．

A．1 B．2 C．3 D．4

【答案】B

【分析】利用三角形的性质、正弦定理、同角三角函数的基本关系进行计算求解.

【详解】 ABCV 中， 2 2tan tana B b A ，由正弦定理有：

2 2sin sinsin sin
cos cos

B AA B
B A

   ，因为 ABCV 中 sin 0,sin 0A B  ，

所以
sin sin
cos cos

A B
B A

 ，即 sin cos sin cosA A B B ，即 sin 2 sin 2A B ，

所以 2 2A B 或 2 2 πA B  ，故（1）错误；

ABCV 中，因为 sin cos 0A B  ，所以
π0,
2

B   
 

，

所以
π
2

A B  或
π
2

A B  ，故（2）错误；

ABCV 中， cos cos cos 0A B C  ，当 cos 0,cos 0,cos 0A B C   时，

π , π
2

A   
 

，
π , π
2

B   
 

，
π , π
2

C   
 

，显然不满足；

正余弦定理：化边为角型

（1）若式子中含有正弦的齐次式，优先考虑正弦定理“角化边”；
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当 cos ,cos ,cosA B C 中有 1 为负，2 个为正，不妨设 cos 0,cos 0,cos 0A B C   ，

则
π , π
2

A   
 

，
π0,
2

B   
 

，
π0,
2

C   
 

，所以 ABCV 是钝角三角形；故（3）正确；

ABCV 中，  , , 0, πA B C  ，所以      π, π , π, π , π, πA B B C C A         ，

所以      cos( ) 1,1 ,cos( ) 1,1 ,cos( ) 1,1 ,A B B C C A        

因为 cos( )cos( ) cos( ) 1A B B C C A    ，

所以 cos( ) cos( ) cos( ) 1A B B C C A      ，所以 A B C  ，

则 ABCV 是等边三角形，故（4）正确；故 A，C，D 错误.

故选：B.

2．（22-23 高三·福建福州·） ABCV 中三个角的对边分别记为 a、b、c，其面积记为 S，有以下命题：①

21 sin sin
2 sin

B CS a
A

 ；②若 2cos sin sinB A C ，则 ABCV 是等腰直角三角形；③

2 2 2sin sin sin 2sin sin cosC A B A B C   ；④ 2 2 2 2( + )sin ( ) ( )sin ( )a b A B a b A B    ，则 ABCV 是等腰或直角

三角形.其中正确的命题是

A．①②③ B．①②④ C．②③④ D．①③④

【答案】D

【解析】根据正弦定理、余弦定理、三角形面积公式、三角函数恒等变换对各个命题进行判断．

【详解】由
sin sin

a b
A B

 得
sin

sin
a Bb

A
 代入 in1

2
sS ab C 得

21 sin sin
2 sin

B CS a
A

 ，①正确；

若 2cos sin sinB A C sin( ) sin cos cos sinA B A B A B    ，∴ cos sin cos sin 0B A A B  ， in 0( )s A B  ，∵
,A B是三角形内角，∴ 0A B  ，即 A B ， ABCV 为等腰三角形，②错；

由余弦定理 2 2 2 2 cosc a b ab C   ，又 sin sin sin
a b c

A B C
  ，∴ 2 2 2sin sin sin 2sin sin cosC A B A B C   ，③正确；

2 2 2 2( + )sin ( ) ( )sin ( )a b A B a b A B    ，

则
2 2

2 2

sin( ) sin cos cos sin
sin( ) sin cos cos sin

a b A B A B A B
a b A B A B A B

  
 

  
，∴

2

2

sin cos
cos sin

a A B
b A B

 ，由正弦定理得
2

2
sin cossin

sin cos sin


A B
A

A
B B

，三

角形中 sin 0,sin 0A B  ，则 sin cos sin cosA A B B ， sin 2 sin 2A B ，∴ 2 2A B 或 2 2A B   ，∴ A B

或
2

A B 
  ，④正确．

故选：D．

【点睛】本题考查正弦定理、余弦定理、三角形面积公式，考查三角形形状的判断，由正弦定理进行边角

转化在其中起到了重要的作用，解题时注意体会边角转换．

3．（23-24 高三·重庆·） ABCV 中，角 , ,A B C 所对应的边分别是 , ,a b c， cos cosc a B c A  ，则 ABCV 的形

状是 （    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰直角三角形 D．等腰或直角三角形
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【答案】D

【分析】首先利用正弦定理边化角，再利用两角和的正弦公式化简，判断三角形的形状.

【详解】由正弦定理边化角可知， sin sin cos sin cosC A B C A  ，

又  sin sin sin cos cos sinC A B A B A B    ，

所以cos sin sin cosA B C A ，即  cos sin sin 0A B C  ，

所以 cos 0A  或 sin sinB C ，则 90A  o或 B C ，

所以 ABCV 是等腰三角形或直角三角形.

故选：D

4．（23-24 高三·广东广州·）在 ABCV 中，角 A、B、C 所对的边为 a、b、c 若
2

2
tan
tan

b B
c C

 ，则 ABCV 的形状

是（    ）

A．等腰三角形 B．直角三角形

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形

【答案】C

【分析】根据给定条件，利用正弦定理边化角、切化弦，再结合二倍角公式求解即得.

【详解】在 ABCV 中，由
2

2
tan
tan

b B
c C

 及正弦定理得
2

2

sin
sin cos

sinsin
cos

B

C
B
C
C

B
 ，而 sin 0,sin 0A B  ，

整理得 sin cos sin cosB B C C ，即 sin 2 sin 2B C ，而0 π,0 πB C    ，

则0 2 2π,0 2 2πB C    ，因此 2 2B C 或 2 2 πB C  ，即 B C 或
π
2

B C  ，

所以 ABCV 是等腰三角形或直角三角形.

故选：C

5．（2024·山东·二模）在 ABCV 中，设内角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，设甲： (cos cos )b c a C B   ，设乙：

ABCV 是直角三角形，则（    ）

A．甲是乙的充分条件但不是必要条件

B．甲是乙的必要条件但不是充分条件

C．甲是乙的充要条件

D．甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件

【答案】D

【分析】利用正弦定理定理、和角的正弦公式化简命题甲，再利用充分条件、必要条件的定义判断即得.

【详解】在 ABCV 中，由正弦定理及 (cos cos )b c a C B   ，得 sin sin sin (cos cos )B C A C B   ，

即 sin( ) sin( ) sin (cos cos )A C A B A C B     ，整理得 cos sin cos sin 0A C A B  ，
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由正弦定理得 cos cos 0c A b A  ，则 cos 0A  或b c ，即
π
2

A  或b c ，

因此甲：
π
2

A  或b c ，显然甲不能推乙；

乙： ABCV 是直角三角形，当角 B 或C 是直角时，乙不能推甲，

所以甲既不是乙的充分条件也不是乙的必要条件.

故选：D

题型四：面积公式的应用

1．（23-24 高三·重庆·）已知 ABCV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c， ABCV 的面积为S ，

2 21 sin
2

S b c A   
 

，
1 1 2

tan tan tanA C B
  ，则 A （    ）

A．120 B．135 C．150 D．165

【答案】A

【分析】由面积公式得到 2b c ，再将切化弦，结合两角和的正弦公式、诱导公式得到
2sin 2sin sin cosB A C B ，利用正弦定理将角化边得到 2 2 cosb ac B ，由余弦定理得到 2 27c a ，最后利用余

弦定理计算可得.

【详解】因为
1 sin
2

S bc A ，又
2 21 sin

2
S b c A   

 
，

所以
2 21 1sin sin

2 2
bc A b c A   

 
，又0 180A  ，所以 sin 0A  ，

所以 2 22bc b c  ，即   2 0b c b c   ，显然 0b c  ，所以 2b c ，

因为
1 1 cos cos sin cos sin cos sin( ) sin

tan tan sin sin sin sin sin sin sin sin
A C C A A C A C B

A C A C A C A C A C
 

      ，
2 2cos

tan sin
B

B B
 ，

又
1 1 2

tan tan tanA C B
  ，所以

2 cos
sin si

i
n

s
sin

n B
A C B

B
 ，

所以 2sin 2sin sin cosB A C B ，由正弦定理可得 2 2 cosb ac B ，

三角形面积 ，不仅仅有常见的“底乘高”，还有以下：

①S△ABC＝
1

2
absin C＝

1

2
bcsin A＝

1

2
acsin B＝

abc

4R
 

②S△ABC＝
1

2
(a＋b＋c)·r(r 是切圆的半径)
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又由余弦定理 2 2 2 2 cosb a c ac B   ，即 2 2 2 2b a c b   ，

所以 2 2 2 24 4c a c c   ，则 2 27c a ，

由余弦定理
2 2 2 2 2 2

2
4 7 1cos

2 4 2
b c a c c cA

bc c
   

    ，

又0 180A  ，所以 120A   .

故选：A

【点睛】关键点点睛：本题解答的关键是推导出 2b c 、 2 27c a ，再由余弦定理计算可得.

2．（2023·江西景德镇·模拟预测）已知 ABCV 中，设角A 、B、C 所对的边分别为 a、b、c， ABCV 的面积

为S ，若  2 23sin 2sin sin sin 2sin sinB C A A B C   ，则 2

S
b

的值为（    ）

A．
1
4 B．

1
2

C．1 D．2

【答案】B

【分析】首先根据正弦定理将等式中的角转化成边得： 2 2 23 2 2 sinb c a bc A   ，通过余弦定理可将等式化简

整理为 sin cos 2 sin
2 4

b c A A A
c b

      
 

，通过三角函数图像可知 2
2

b c
c b

  ，同时通过基本不等式可知

2
2

b c
c b

  ，即得 2
2

b c
c b

  ，通过取等条件可知
3
4

A 
 ， 2c b ，将其代入问题中即可求解答案.

【详解】已知  2 2 23sin 2sin sin sin 2sin sinB C A A B C   

由正弦定理可知： 2 2 23 2 2 sinb c a bc A   ，

2 2 23 2 2 sinb c a bc A    ，

整理得：  2 2 2 2 22 2 sinb c a b c bc A     ，

两边同除 2bc得：
2 2 2 2 22 sin

2 2
b c a b c A

bc bc
  

  ，

根据余弦定理得： cos sin
2

b cA A
c b

   ，即 sin cos 2 sin
2 4

b c A A A
c b

      
 

，

0b Q ， 0c  ， 2 2
2 2

b c b c
c b c b

     ，当且仅当 2
b c
c b

 ，即 2c b 时等号成立.

又Q sin cos 2 sin 2
2 4

b c A A A
c b

       
 

，当且仅当
3
4

A 
 时，等号成立.

综上所述： 2
2

b c
c b

  且 2
2

b c
c b

  ，

故得： 2
2

b c
c b

  ，此时 2c b 且
3
4

A 
 ，

1 3 2sin
2 4 4

S bc bc
   ， 2 2

2 2 2 12
4 4 4 2

S bc c
bb b

        .

故选：B
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3．（2023·海南·二模）在锐角三角形 ABC 中，角 A,B,C 的对边分别是 a,b,c,已知 a 3 ,

 2 2 3 tanA 3bcb c   ,  2 A B2cos 2 1 cosC
2


  ,则 ABCV 的面积

A．
3 3

2
 B． 3 2 6

4
 C． 3 2 6

4
 D．

3 3
4



【答案】D

【解析】本题利用余弦定理，倍角公式，内角和定理进行化简，可求得角 A 和 C 的值，再利用正弦定理和

面积公式求得结果即可.

【详解】由题， 3a ，  2 2 3 tanA 3bcb c  

所以
2 2 2 2 2 23tan cos

2 2 2
b c a b c aA A

bc bc
   

 Q  

所以
3tan cos sin

2
A A A    

又因为锐角三角形 ABC，所以 3
A 

  

由题  2 A B2cos 2 1 cosC
2


  ，即  1 cos( ) 2 1 cosCA B   

根据 cos( ) cosA B C   代入可得，
2cos

2
C  ，即

4
C 

  

5
12

B A C      

再根据正弦定理： 2
sin sin

a c c
A C

    

面积
1 1 6 2 3 3sin 3 2
2 2 4 4

S ac B  
       

故选 D

【点睛】本题考查了正余弦定理解三角形的综合，以及三角恒等变化公式的的运用，熟悉公式，灵活运用

是解题的关键，属于中档偏上题.

4．（21-22 高三上·江西宜春·）在𝛥𝐴𝐵𝐶中,角A 、 B 、C 所对的边分别为a、b 、 c，已知 2,
3

b A 
  ，且

1 cos cos
c b

C A



，则𝛥𝐴𝐵𝐶的面积为 

A． 3 B． 2 3 C． 2 3
3

或 3 D． 3或 2 3

【答案】D

【详解】依题意，  1 cos cos , cos cosb C c A b c A b C    ，由正弦定理得

sin sin cos sin cos sin( ) sin cos cos sinB C A B C A C A C A C      ，化简得 sin cos sin cosB C A C ，故 cos 0C  或
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sin sinB A .当
πcos 0,
2

C C  时，

2 2 3πtan
6

a  
，面积

1 2 3
2

S ab  .当 sin sinB A 时，为等边三角形，

面积为 23 2 3
4

  ，故选D .

点睛：本题主要考查三角函数很等变换的应用，考查了解三角形正弦定理，考查了三角形你给的面积公式

在解三角形中的综合应用，还需要结合分类讨论的数学思想方法来求解.首先利用正弦定理和三角形内角和

公式化简已知条件，由于解有两个，所以需要对三角形的情况进行分类讨论.

5．（23-24 高三·广西百色） ABCV 的内角 A，B，C 的对边分别为 a，b，c，已知

sin sin 4 sin sinb C c B a B C  ， 2 2 2 8b c a   ，则 ABCV 的面积为（    ）

A．
2
3

B． 2 3
3

C．
8
3

D．
8 3

3

【答案】B

【分析】由给定条件，利用正弦定理边化角求出 sin A ，再利用余弦定理求出bc即可求出三角形面积.

【详解】在 ABCV 中，由 sin sin 4 sin sinb C c B a B C  及正弦定理，得 2sin sin 4sin sin sinB C A B C ，

而 sin sin 0B C  ，则
1sin
2

A  ，由 2 2 2 8b c a   及余弦定理得2 cos 8bc A  ， cos 0A  ，

因此 2 3cos 1 sin
2

A A   ，
8
3

bc  ，则
1 1 8 2 3sin
2 4 33ABCS bc A   V ，

所以 ABCV 的面积为
2 3

3
.故选：B

题型五：求边长或者周长

1．（23-24 高三·湖北黄冈·）在 ABCV 中，内角 , ,A B C 的对边分别为a，b ， c，已知 2 sin 3 3b A  ， 3a  ，

B 为钝角， 2b c  ，则b （    ）

A．5 B．6 C．7 D．8

【答案】C

解三角形，主要考查正弦定理、余弦定理，还考查三角形面积公式，两角差的正弦公式，同角间的三角

函数关系，正切函数性质等等．注意正弦定理在进行边角转换时等式必须是齐次，关于边 的齐次式

或关于角的正弦 的齐次式，齐次分式也可以用正弦定理进行边角转换．求范围问题，通

常是把量表示为三角形某个角的三角函数形式，利用此角的范围求得结论．

, ,a b c

sin ,sin ,sinA B C
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【分析】利用正弦定理可得
2π
3

B  ，再结合余弦定理运算求解.

【详解】由正弦定理
sin sin

a b
A B

 可得 sin sin 3sinb A a B B  ，

且 2 sin 3 3b A  ，即6sin 3 3B  ，则
3sin

2
B  ，

且 B 为钝角，则
2π
3

B  ，

又因为 2b c  ，即 2c b  ，

由余弦定理可得 2 2 2 2 cosb a c ac B   ，

即    22 19 2 2 3 2
2

b b b          
 

，解得 7b  .

故选：C.

2．（23-24 高三·江苏淮安·）在 ABCV 中，角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c，若 60A  ， 6a  ，
2 2 2 2  a b c ab，则c （    ）

A．1 B．2 C．4 D．6

【答案】B

【分析】由余弦定理求出 cosC ，得 sinC ，由正弦定理即可求解．

【详解】由题意，得
2 2 2 2 2cos

2 2 2
a b c abC

ab ab
 

   ，

又 C 为 ABCV 的内角  0, πC  ，因为 2 2sin cos 1C C 

则
2sin

2
C  ，

由正弦定理，得

26sin 2 2
sin 3

2

a Cc
A


   .

故选：B.

3．（23-24 高三·山西长治·）在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对应的边分别为a，b ， c， 2 2a c  ，

tan tan 4
2 2

A B C
  ，则b （    ）

A． 2 B． 3 C．2 D． 5

【答案】B

【分析】先根据 tan tan 4
2 2

A B C
  求出 C，然后利用余弦定理求出 b.
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【详解】由 tan tan 4
2 2

A B C
  得 

πtan tan 4
2 2

C C
  ,

πsin sin cos sinπ 2 2 2 2tan tan 4π2 2 cos cos sin cos
2 2 2 2

C C C C
C C

C C C C




      
 ,

 
1 4

sin cos
2 2
C C 

 ,
1sin
2

C  , 又 2 2a c  ,所以 2 1＞ ，a c  所以
π0,
2

C   
 

， 
π
6

C  ,

2 2 2 23 4 1cos
2 2 4

a b c bC
ab b

   
    ,解得 3b  ,故选：B.

4．（23-24 高三·四川成都）在 ABCV 中，a，b，c 分别为内角 A，B，C 的对边，若

2 2 23sin sin sin 2sin sinC A B A B   ，
3cos
5

C  ，且 4ABCS V ，则c （    ）

A．
4 6

3
B．4 C． 2 6

3
D．5

【答案】B

【分析】根据正弦定理角化边，由三角形面积公式求 ab，再结合余弦定理，即可求解 c .

【详解】由正弦定理角化边，可知， 2 2 23 2c a b ab   ，且
3cos
5

C 

则
4sin
5

C  ，
1 2sin 4
2 5ABCS ab C ab  V ，则 10ab  ，

则 2 2 23 20c a b   ，①

由余弦定理 2 2 2 2 22 cos 12c a b ab C a b      ，②

由①②得， 2 16c  ，即 4c  .

故选：B

5．（23-24 高三·江苏南京）在 ABCV 中，角 A，B，C 对边分别为 a，b，c．若 2 cos 2b C a c  ，
π
4

A  ，

3b  ，则实数 a 的值为（   ）

A．6 B．3 C． 6 D． 3

【答案】C

【分析】由正弦定理和题设条件，化简得 2cos sin sin 0B C C  ，进而求得 B ，利用正弦定理求得a .

【详解】因为 2 cos 2b C a c  ，由正弦定理得 2sin cos 2sin sinB C A C  ，

 2sin cos 2sin sinB C B C C    ，化简得 2cos sin sin 0B C C  ，

因为0 πC  ，所以 sin 0C  ，

可得
1cos
2

B  ，又0 πB  ，所以
π
3

B  ，
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由正弦定理得，

3 2sin 6
sin 23

2

ba A
B

     .

故选：C.

题型六：解三角形求角度

1．（23-24 高三下·江苏南京）在 ABCV 中，已知 , ,a b c分别为角 , ,A B C 的对边．若 3cosa b C
b a

  ，且

  3cos
6

A B   ，则 cosC =（    ）

A．
4 3

9
 B． 4 3

9
C． 3

2
D．

3
2

或
4 3

9


【答案】C

【分析】先利用余弦定理化角为边，可得 2 2 23c a b  ，再利用正弦定理化边为角可得，再结合二倍角公式

及两角和差得余弦公式化简，结合平方关系即可得解，注意检验结果是否符合题意.

【详解】因为 3cosa b C
b a

  ，

由余弦定理得
2 2 2

3
2

a b a b c
b a ab

 
   ，整理得 2 2 23c a b  ，

由正弦定理得
2 2 2 1 cos 2 1 cos 23sin sin sin

2 2
A BC A B  

   

     1 11 cos 2 cos 2 1 cos cos
2 2

A B A B A B A B A B             

     1 cos cos 1 cos cosA B A B C A B       ，

又因   3cos
6

A B   ，

所以 2 233sin 1 cos 3 3cos
6

C C C    ，

解得
3cos

2
C  或

4 3cos
9

C   ，

而      cos cos cos cos 2sin sin 0C A B A B A B A B         ，

求三角形角度，要涉及到角的锐钝的判断，可以通过余弦值的正负判断。如果不能直接判断，那么借助

其他角来判断。如涉及到锐角三角形，则三个角都要转化判断锐钝。
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且   3cos
6

A B   ，

所以
3cos

6
C  ，所以

3cos
2

C  .

故选：C.

2．（23-24 高三·青海西宁）在 ABCV 中，内角 , ,A B C 所对的边分别是 , ,a b c，若

sin sin sin 2sin
sin

a A b B c C C
a B

 
 ，则C 的大小为（    ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
2

D．
2π
3

【答案】B

【分析】根据正弦定理边角互化，得到
2 2 2

2sina b c C
ab

 
 ，再根据余弦定理代入化简，即可得角C .

【详解】已知
sin sin sin 2sin

sin
a A b B c C C

a B
 

 ，

则由正弦定理得
2 2 2

2sina b c C
ab

 
 ，

由余弦定理可得 2 2 2 2 cosa b c bc A   ，代入上式可得

2 cos 2sinab C C
ab

 ，即cos sinC C ，则 tan 1C  ，

因为0 πC  ，所以
π
4

C  .

故选：B.

3．（23-24 高三·安徽蚌埠）在 ABCV 中，角 , ,A B C 的对边分别为 , ,a b c，已知 cos cos 2sin sinB C A B  ，

3a b= ，则C  （    ）

A．
π
6

B．
π
4

C．
π
3

D．
π
2

【答案】D

【分析】利用两角和与差的余弦展开式化简可得 2B A ，由正弦定理得 sin 3 sinA B= ，再利用正弦的二

倍角公式可得答案.

【详解】因为  cos cos cos cos   B C B A B

cos cos cos sin sin 2sin sin   B A B A B A B，

所以  cos cos cos sin sin cos   B A B A B A B ，

因为0 , πA B  ，所以B A B  ，或 B A B= - + 舍去，可得 2B A ，

因为 3a b= ，由正弦定理得 sin 3 sinA B= ，
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所以 sin 2 3 sin 2sin cosB B B B= = ，

因为0 πB  ，所以
3 cos

2
B= ，可得

π
6

B  ，

π2
3

A B  ，所以
π
2

C  .

故选：D.

4．（2024·江西宜春·模拟预测）在 ABCV 中，角A ， B ，C 所对的边分别为a，b ， c，若
2 2 2( ) tan 3a c b B ac   ，则 cos5B （    ）

A．
1
2

B． 3
2

 C． 3
2

D．
1
2



【答案】D

【分析】由余弦定理化简条件得 2 cos tan 3ac B B ac   ，再根据同角三角函数的基本关系得 sin B ，从而求

得角 B 的值，利用诱导公式即可求解．

【详解】  2 2 2 tan 3a c b B ac  Q ， 2 cos tan 3ac B B ac    ，

3sin
2

B  ，

(0, π)B Q ，
π
3

B  或
2π
3
，

可得
5π π 1cos5 cos cos -
3 3 2

B     
 

或
10π 4π 1cos cos =

3 3 2
  ．

故选：D．

5．（24-25 高三·江苏·假期作业）记 ABCV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c．若 2 2tan tana B b A ，

( )( ) ( 3 )a c a c b b c    ，则B （    ）

A．
π
6
或

π
2

B．
π
6

C．
π
2
或

2π
3

D．
π
6
或

π
3

【答案】D

【分析】根据正弦定理和余弦定理计算求解即可得．

【详解】 ABCQV 的内角A ， B ，C 的对边分别为a，b ， c，

 , 0, π ,sin 0A B A   ， sin 0B  ，

2 2tan tana B b A  ，可得
2 2sin sinsin sin

cos cos
B AA B
B A

   ，

可得 sin cos sin cosA A B B ，可得 sin 2 sin 2A B ，故 2 2A B ，或 2 2 πA B  ，即 A B 或
π
2

A B  ，

又 ( )( ) ( 3 )a c a c b b c    ，可得 2 2 2 3a c b bc   ，
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