
微专题 25 函数的单调性与奇偶性的综合应用 7 种常考题型总结

题型 1 判断函数的图像

题型 2 判断函数的单调性和奇偶性

题型 3 抽象函数的单调性与奇偶性

题型 4 比较大小

题型 5 解不等式

题型 6 求参数的取值范围

题型 7 求函数的最值

一、函数的单调性

1. 单调性的定义

一般地，设函数 ( )f x 的定义域为 I，如果对于定义域 I内某个区间 D 上的任意两个自变量 1 2,x x ，当 1 2x x< 时，

都有 1 2( ) ( )f x f x< ，那么就说函数 ( )f x 在区间 D 上是增函数；如果对于定义域 I内某个区间 D 上的任意两

个自变量 1 2,x x ，当 1 2x x< 时，都有 1 2( ) ( )f x f x> ，那么就说函数 ( )f x 在区间 D 上是减函数。

2.单调性的注意事项

1. 函数的单调性要针对区间而言，因此它是函数的局部性质；对于连续函数，单调区间可闭可开，即“单调

区间不在一点处纠结”；单调区间不能搞并集。

2. 若函数 ( )f x 满足 1 2 1 2( )[ ( ) ( )] 0x x f x f x- - > ，则函数在该区间单调递增；若满足 1 2 1 2( )[ ( ) ( )] 0x x f x f x- - < ，

则函数在该区间单调递减。

3. 函数单调性的判断方法主要有：

(1) 定义法：在定义域内的某个区间 D 上任取 1 2,x x 并使得 1 2x x< ，通过作差比较 1( )f x 与 2( )f x 的大小来判

断单调性。

注：定义法证明函数的单调性（抽象函数亦是应用此方法）

步骤 作法

取值 )( 212121 xxxxDxx >< 或，令、取

作差 用 )()( 21 xfxf -

王贵娥



变形 合并同类项、通分（分式）、分解因式（整式）、分子分母有理化（根式）、配方等

定号 判断 )()( 21 xfxf - 的符号

结论 同号为増，异号为减

(2) 性质法：若函数 ( )f x 为增函数， ( )g x 为增函数， ( )h x 为减函数， ( )xj 为减函数，则有

① ( ) ( )f x g x+ 为增函数，② ( ) ( )f x h x- 为增函数，

③ ( ) ( )h x xj+ 为减函数，④ ( ) ( )h x g x- 为减函数。

(3) 图像法：对于含绝对值或者分段函数经常使用数形结合的思想，通过函数的图象来判断函数的单调性。

二．函数奇偶性的判断

1．奇偶性的判定方法

判断方法 要点

次数 通过判断次数来判断函数的奇偶性

奇偶性的定义 若 )()( xfxf - ，则函数为偶函数；若 )()( xfxf -- ，则函数为奇函数

结论

①奇±奇=奇；②偶±偶=偶；③奇×奇=偶（奇÷奇=偶）；④奇×偶=奇

（奇÷偶=奇）；⑤ 偶奇  ；⑥ 偶偶  ；⑦ x 为偶函数；⑧ 偶数x 为偶函数

特别提醒：1.判断函数奇偶性的第一步是看定义域是否关于原点对称；2.奇±偶=非奇非偶函数.

2． （需要记忆）

函数类型 函数列举

奇函数

① x
x

a
axf 1)( - ；②

1
1)(

+
-

 x

x

a
axf ；③

1
1lg)(

+
-


x
xxf ；④

)1lg()( 2 xxxf ++

偶函数 x
x

a
axf 1)( +

三．函数奇偶性的性质

函数类型 函数性质

奇函数
①图像关于原点对称；② )()( xfxf -- ；③原点左右单调性相同；

④若 x 可为 0 ，则 0)0( f

偶函数 ①图像关于 y 轴对称；② )()( xfxf - ；③原点左右单调性相反

四．函数图像变换之对称（添负号）

函数变换 对称



)()( xfxf - 图像关于 y 轴对称（与偶函数关系紧密）

)()( xfxf - 图像关于 x 轴对称

)()( xfxf -- 图像关于原点对称（与奇函数关系紧密）

应用说明：函数的对称变换与函数的奇偶性有着紧密的联系，尤其在解决分段函数奇偶性时可以帮助我

们快速的解决问题.

应用举例：1.若分段函数在 R 上为偶函数，当 0>x 时， 13)( 2 +- xxxf ，则当 0<x 时，函数的解析

式是？我们可以利用函数的对称变换来解决此类问题，由于函数是偶函数，所以函数的图像关于 y 轴对

称，所以我们将 x 添符号，可得 0<x 时的函数解析式为 13)( 2 ++ xxxf ；

2.若分段函数在 R 上为奇函数，当 0>x 时， 13)( 2 +- xxxf ，则当 0<x 时，函数的解析式是？我们可

以利用函数的对称变换来解决此类问题，由于函数是奇函数，所以函数的图像关于原点对称，所以我们

将 x 和 y 都添符号，可得 0<x 时的函数解析式为 13)( 2 --- xxxf .

题型 1  判断函数的图像

【例 1】函数 2 1
xy

x


-
的图象大致是（    ）

A． B．

C． D．

【答案】B

【分析】根据给定函数，由其定义域、值域排除选项 A，C；探究在 1x > 时，函数值的取值范围判断 B，D

作答.

【详解】

函数 2 1
xy

x


-
的定义域为 ( , 1) ( 1,1) (1, )-¥ - È - È +¥ ，A 不满足；



因 2 0
1

x
x

³
-

，当且仅当 0x  时取“=”，则 C 不满足；

函数 2 1
xy

x


-
是定义域上的偶函数，当 1x > 时， 2

1
11

xy
x x

x

 
- - ，而函数

1x
x

- 在 (1, )+¥ 上单调递增，

当 1x > 时，
1x
x

- 取一切实数，于是得当 1x > 时， 2 1
xy

x


-
取尽正实数，D 不满足，符合题意的是 B.

故选：B

【变式 1】函数   2 2f x x x - 的图象大致为（    ）

A． B．

C． D．

【答案】C

【分析】根据函数的奇偶性可排除 B，再根据当 0x > 时，函数的单调性即可排除 AD，即可得解.

【详解】

解：由   2 2f x x x - ，

得    2 2f x x x f x-  -  ，

所以函数  f x 为偶函数，故排除 B；

当 0x > 时，   2 2f x x x - ，

则函数  f x 在  0,1 上递减，在  1, +¥ 上递增，

故排除 AD，C 符合题意.

故选：C.



【变式 2】函数 x
xxf 1)(

2 -
 的图象大致为（    ）

A． B．

C． D．

【答案】A

【分析】

先由函数的奇偶性排除部分选项，再利用函数的单调性判断.

【详解】

函数  
2 1xf x
x
-

 的定义域为 | 0x x ¹ ，且      
2 21 1x xf x f x
x x

- - -
-   

-
，

所以  f x 是偶函数，图象关于 y 轴对称，故排除 BC，

当 0x > 时，  
2 1 1xf x x
x x
-

  - ，在  0, ¥+ 上递增，排除 D，

故选：A

题型 2 判断函数的单调性和奇偶性

【例 3】 下列函数中，既是偶函数，又在(0，+∞)上单调递增的是(　　)

𝐴．𝑓(𝑥) = 1−𝑥2 B．𝑓(𝑥) = 𝑥−
1
𝑥

𝐶．𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1
2

|𝑥| 𝐷．𝑓(𝑥) = 2|𝑥|



【解析】 𝐴：𝑓(𝑥) = 1−𝑥2在(0, + ∞)单调递减，不符合题意；

𝐵：𝑓(𝑥)＝x−
1
𝑥为奇函数，不符合题意；

𝐶：𝑓(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔1
2

|𝑥|在(0, + ∞)单调递减，不符合题意；

𝐷：𝑓(𝑥) = 2|𝑥|为偶函数且在单调递增，符合题意；

故选：𝐷．

【变式 1】下列函数中，既是奇函数，又在(1, + ∞)上单调递减的是(　　)

𝐴．𝑓(𝑥) = 𝑥 𝐵．𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛
1

|𝑥| 𝐶．𝑓(𝑥) = −𝑥−
1
𝑥 𝐷．𝑓(𝑥) = 𝑥3−6𝑥

【解析】 对于𝐴，其在定义域上为增函数，不符合题意，舍去；

对于𝐵，其在定义域上为偶函数，不符合题意，舍去；

对于𝐶，其是奇函数，又在(1, + ∞)上单调递减，符合题意；

对于𝐷，𝑓(2) = −4，𝑓(3) = 33−18 = 9，其在(1, + ∞)上不为减函数，不符合题意，舍去．

故选：𝐶．

【变式 2】下列函数中，既是偶函数，又在(﹣∞,0)内单调递增的函数为(　　)

A．𝑦 = 𝑥2 +2𝑥 B．𝑦 = 𝑒|𝑥| C．𝑦 = 2𝑥−2−𝑥 D．𝑦 = 1−𝑙𝑔|𝑥|

【解析】 根据题意，依次分析选项：

对于𝐴，𝑦 = 𝑥2 +2𝑥，为二次函数，其对称轴为𝑥 = ﹣1，在(﹣∞,0)内不是增函数，不符合题意；

对于𝐵，𝑦 = 𝑒|𝑥| = 𝑒𝑥,     𝑥 ≥ 0
𝑒−𝑥,    𝑥 < 0，为偶函数，但在(﹣∞,0)内不是增函数，不符合题意；

对于𝐶，𝑦 = 2𝑥−2−𝑥，有𝑓(−𝑥) = 2−𝑥−2𝑥 = −(2𝑥−2−𝑥) = −𝑓(𝑥)，为奇函数，不符合题意；

对于𝐷，𝑦 = 1−lg |𝑥| = 1−lg 𝑥,𝑥 > 0
1−lg (−𝑥),𝑥 < 0，既是偶函数，又在(﹣∞,0)内单调递增的函数，符合题意；

故选：𝐷．

【变式 3】下列函数中为奇函数，且在定义域上是增函数的是（       ）

A． 2 2x xy - + B． siny x C． tany x D．
5
3y x



【答案】D

【解析】

【分析】

结合基本初等函数的单调性及奇偶性分别检验各选项即可判断．

【详解】

对于函数   2 2x xy f x -  + ，定义域为R ，且    2 2x xf x f x--  + ，所以函数 2 2x xy - + 为偶函数，不

符合题意；

对于 siny x 在定义域R 上不单调，不符合题意；

对于 tany x 在定义域上不单调，不符合题意；

对于
5
3y x ，由幂函数的性质可知，函数

5
3y x 在定义域R 上为单调递增的奇函数，符合题意．

故选：D．

【变式 4】已知𝑓(𝑥)是𝑅上的奇函数且单调递增，则下列函数是偶函数且在(0, + ∞)上单调递增的有(　　)

①𝑦 = |𝑓(𝑥)|；②𝑦 = 𝑓(𝑥2 + 𝑥)；③𝑦 = 𝑓(|𝑥|)；④𝑦 = 𝑒𝑓(𝑥) + 𝑒−𝑓(𝑥)．

A．①②③ B．①③④ C．②③④ D．①②④

【解析】因为𝑓(𝑥)是𝑅上的奇函数且单调递增，

故当𝑥 > 0时，𝑓(𝑥) > 𝑓(0) = 0，

①𝑔(−𝑥) = |𝑓(−𝑥)| = |𝑓(𝑥)| = 𝑔(𝑥)为偶函数，且当𝑥 > 0时，𝑔(𝑥) = |𝑓(𝑥)| = 𝑓(𝑥)单调递增，符合题意；

②𝑔(−𝑥) = 𝑓(𝑥2−𝑥) ≠ 𝑔(𝑥)，故不满足偶函数；

③𝑔(−𝑥) = 𝑓(|−𝑥|) = 𝑓(|𝑥|) = 𝑔(𝑥)，且 𝑥 > 0时𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥)单调递增，符合题意；

④𝑔(−𝑥) = 𝑒𝑓(−𝑥) + 𝑒−𝑓(−𝑥) = 𝑒−𝑓(𝑥) + 𝑒𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)，

满足偶函数，且𝑥 > 0时，𝑓(𝑥) > 0，𝑒𝑓(𝑥) > 1，

根据对勾函数的单调性可知𝑔(𝑥) = 𝑒𝑓(𝑥) + 𝑒−𝑓(𝑥)单调递增，符合题意．

故选：𝐵．



题型 3 抽象函数的单调性与奇偶性

【例 3】已知函数 )(xf 对 Ryx  ， ，都有 )()()( yfxfyxf ++ ，当 0<x 时， 0)( >xf ，且 2)1( -f .

（1）证明函数 )(xf 在 R 上的奇偶性；

（2）证明函数 )(xf 在 R 上的单调性；

（3）当 ]21[ ，x 时，不等式 4)()( 2 <+- xfmxxf 恒成立，求实数 m 的取值范围.

【答案】(1)函数  f x 为奇函数，证明见解析；

(2)函数  f x 为 R 上的减函数，证明见解析；

(3)  , 2 2 1-¥ + ．

【解析】

【分析】

（1）根据题意赋值以及奇函数、偶函数的定义即可证出；

（2）根据单调性的定义即可判断并证明；

（3）先利用赋值法可求出  2 4f -  ，从而原不等式可化为    2 2f x mx x f- + < - ，再根据函数的单调性可

得 2 2x mx x- + > - ，然后通过分离参数求最值即可解出．

(1)

因为函数  f x 的定义域为 R，

令 1, 0x y  ，所以      1 1 0f f f + ，即  0 0f  ，

令 y x - ，所以      0 0f f x f x + -  ，即    f x f x-  - ，

所以函数  f x 为奇函数．

(2)

不妨设 1 2x x< ，所以          2 1 2 2 1 2 1 2f x f x f x f x x x f x x-  - + -  - - ，而 1 2 0x x- < ，所以  1 2 0f x x- > ，

   2 1 0f x f x- < ，即    2 1f x f x< ，故函数  f x 为 R 上的减函数．

(3)

由（1）可知，函数  f x 为奇函数，而      2 1 1 4f f f +  - ，所以  2 4f -  ，故原不等式可等价于

   2 2f x mx x f- + < - ，而函数  f x 为 R 上的减函数，所以 2 2x mx x- + > - ，又  1,2x  ，所以

2 1m x
x

< + + ，而
2 2 2x
x

+ ³ ，当且仅当  2 1,2x   时取等号，所以 2 2 1m < + ，即实数 m 的取值范围为



 , 2 2 1-¥ + ．

【变式 1】已知函数 )(xf 的定义域是 )0()0( ¥+-¥ ，，  ，对定义域内的任意 21 xx， 都有

1 2 1 2( ) ( ) ( )f x x f x f x + ，且当 x > 1 时， 0)( >xf .

（1）求证： )(xf 是偶函数；

（2）求证： )(xf 在 )0( ¥+， 上是增函数；

（3）试比较 )
4
7()

2
5( ff ，- 的大小.

【答案】（1）证明见详解；（2）证明见详解；（3）
5 7
2 4

f fæ ö æ ö- >ç ÷ ç ÷
è ø è ø

.

【解析】（1）证明：函数的定义域是(－∞，0)∪(0，＋∞)

∵令 x1＝x2＝1，得 (1 1) (1) (1)f f f´  +

∴ (1) 0f  ，又 (1) (( 1) ( 1)) ( 1) ( 1)f f f f - ´ -  - + -

∴ ( 1) 0f -  ，又 ( ) (( 1) ) ( 1) ( )f x f x f f x-  - ´  - + ，即有 ( ) ( )f x f x- 

∴ ( )f x 是偶函数

（2）证明：设 0 < x1 < x2

则
2 2 2

2 1 1 1 1 1
1 1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x x xf x f x f x f x f x f f x f
x x x

-  × -  + -  ，又
2

1

1x
x

>

∴而当 x > 1 时， ( )f x > 0 知：
2

1

( ) 0xf
x

> 即有 2 1( ) ( )f x f x>

∴ ( )f x 在(0，＋∞)上是增函数

（3）由（1）知 ( )f x 是偶函数，则有
5 5( ) ( )
2 2

f f- 

由(2)知 ( )f x 在(0，＋∞)上是增函数，则有
5 7( ) ( )
2 4

f f>

∴
5 7( ) ( )
2 4

f f- > .

【变式 2】已知函数 )(xf 对任意 Ryx ， ，总有 )()()( yfxfyxf ++ ，且当 0x > 时， ( ) 0f x <  ，

  11
2

f -  ，

（1）求证：函数 )(xf 是奇函数；

（2）利用函数的单调性定义证明， )(xf 在 R 上的单调递减；

（3）若不等式  2 2( ) 1 1f mx x f x x+ - - + > - 对于任意的 )
2
3[ ¥+ ，x 恒成立，求实数m 的取值范围.



【答案】(Ⅰ) 见解析；（Ⅱ）见解析；（Ⅲ）
2
3

m <

【解析】(Ⅰ)令 0x y  ，得 (0) (0) (0)f f f + ，所以 (0) 0f  ，

令 y x - ，得 (0) ( ) ( )f f x f x + - ，即0 ( ) ( )f x f x + - ，所以 ( ) ( )f x f x-  - ，

所以函数  f x 是R上的奇函数.

(Ⅱ)任取 1 2,x x R ,且 1 2x x> ，则 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x x-  + -  - ，

因为当 0x > 时， ( ) 0f x <  ，而 1 2x x> ，即 1 2 0x x- > ，所以 1 2( ) 0f x x- < ，

所以 1 2( ) ( )f x f x< ，所以  f x 在R上的单调递减.

(Ⅲ)由(Ⅰ)知  f x 是R 上的奇函数，所以
1( 1) (1)
2

f f-  -  ，所以
1(1)
2

f  - ，

所以
1 1(2) (1 1) (1) (1) 1
2 2

f f f f +  +  - -  - ，

所以不等式  2 2( ) 1 1f mx x f x x+ - - + > - 可化为 2 2( ) ( 1) (2)f mx x f x x f+ - - + > ，

即 2 2( ) (2) ( 1)f mx x f f x x+ > + - + ，所以 2 2( ) ( 3)f mx x f x x+ > - + ，

由(Ⅱ)知，  f x 在R上的单调递减，所以 2 2 3mx x x x+ < - + ，

故问题转化为 2 2 2 3mx x x< - + 对于任意的
3 ,
2

x é ö +¥÷êë ø
恒成立，

即 2

2 31m
x x

< - + 对于任意的
3 ,
2

x é ö +¥÷êë ø
恒成立，

令
1t
x

 ，
2(0, ]
3

t  ，故问题可转化为 21 2 3m t t< - + 对任意的
2(0, ]
3

t  恒成立，

令 2( ) 3 2 1g t t t - + ，其对称轴为
1
3

t  ， 

所以 min
1 2( ) ( )
3 3

g t g  ，所以
2
3

m < .

【变式 3】已知函数  f x 在 R 上单调递增，对于任意 Ryx ， 都有 )()()( yfxfyxf ++ ．

（1）求  0f ；

（2）判断  f x 奇偶性并证明；

（3）解不等式      21 1 3
2 2

f x f x f x- > ．

【答案】（1）  0 0f  ；（2）  f x 为奇函数，证明见解析；（3）{ | 5x x > 或 0}x < ．
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