　正、余弦定理及解三角形 

                    一、梳理必备知识
 利用正、余弦定理解三角形属于高考中的常考题型，常考类型主要包括：求角的大小，求边的长度，求三角形的面积及面积的取值范围，求三角形周长及周长的取值范围。
  一、正弦定理和余弦定理
[image: ]
  二、解三角形

[image: ]
3. 三角形中的三角变换[image: ]

二、解三角形题型综合训练
1.已知△ABC的内角A,B,C的对边分别是a,b,c,且b=3,a-c=2,A=.
(1)求△ABC的面积;
(2)求sin(A-C)的值.
解:(1)由已知得	2分
解得	4分
故S△ABC=bcsin A=×3×5×sin =.	6分
(2)结合(1),由正弦定理得=,得sin C=.	7分
由c<a,得C为锐角,所以cos C==,	9分
所以sin(A-C)=sin Acos C-cos Asin C=×+×=.	12分

2.在△ABC中,内角A,B,C所对应的边分别是a,b,c.已知cos 2B=3cos(A+C)+1.
(1)求B的大小;
(2)若△ABC的面积S=5,a=10,求sin Asin C的值.

2.解:(1)由cos 2B=3cos(A+C)+1,可得
2cos2B+3cos B-2=0,	2分
解得cos B=或cos B=-2(舍去),
因为B∈(0,π),所以B=.	5分
(2)由S=acsin B=5,得c=2.	6分
由余弦定理得b2=a2+c2-2accos B=84,所以b=2,
	8分
由正弦定理==,
可得sin Asin C=sin2B=.	10分

3.在△ABC中,内角A,B,C所对的边分别为a,b,c,已知+=,且b=2.
(1)求证:a+c≥4;
(2)若△ABC的周长为2+3,求其面积S.
3.解:(1)证明:方法一,由已知及正弦定理,得+=.	1分
因为+===,
所以=,即sin2B=sin Asin C.	4分
由正弦定理得b2=ac,即ac=4,所以a+c≥2=4,当且仅当a=c=2时,等号成立.
	6分
方法二,由已知及余弦定理,得+=,
	4分
得ac=2b=4,所以a+c≥2=4,当且仅当a=c=2时,等号成立.	6分
(2)因为△ABC的周长为2+3,所以a+c=3.
	7分
因为b2=a2+c2-2accos B=(a+c)2-2ac-2accos B,
由(1)可知,ac=4,所以cos B=,又B∈(0,π),
所以sin B=.	10分
所以△ABC的面积S=acsin B=.	12分

4.记△ABC的内角A,B,C的对边分别为a,b,c,B=,且(sin A+sin B)sin C+cos 2C=1.
(1)求证:5a=3c;
(2)若△ABC的面积为15,求c.

4.解:(1)证明:∵(sin A+sin B)sin C+cos 2C=1,
∴(sin A+sin B)sin C+1-2sin2C=1,	2分
∴(sin A+sin B)sin C=2sin2C,又sin C≠0,
∴sin A+sin B=2sin C,结合正弦定理得a+b=2c.	4分
由余弦定理得cos B=,即-=, 
则-=,整理可得5a=3c.	7分
(2)由(1)知a=c, 故S△ABC=acsin B=××c2×=15,	10分 
可得c=10.	12分


5.在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且cos Csin-sin Csin=.
(1)求角B的大小;
(2)若△ABC的周长为4,面积为,求b.
5.解:(1)因为cos Csin-sin Csin=,
所以cos Csin-sin Csin=,
即cos Ccos-sin Csin=,
所以cos=.
因为A+B+C=π,所以A+C=π-B,所以cos=,又0<B<π,所以-<-B<,
所以-B=,即B=.
(2)由余弦定理得=cos B=,
即a2+c2-ac=b2,因为a+b+c=4,所以a2+c2-ac=[4-(a+c)]2,即(a+c)2-3ac=[4-(a+c)]2,
整理得3ac+16=8(a+c).
由△ABC的面积为acsin=,得ac=,
所以a+c=,所以b=.

6.在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,已知3(sin A-sin C)2=3sin2B-2sin Asin C.
(1)求cos B的值.
(2)若5a=3b.
(i)求tan A的值;
(ii)求sin(2A+)的值.
 解:(1)由正弦定理==及3(sin A-sin C)2=3sin2B-2sin Asin C,
得3(a-c)2=3b2-2ac,化简得a2+c2-b2=ac,	2分
由余弦定理知,cos B===.	4分
(2)(i)由(1)知,cos B=,
∵B∈(0,π),∴sin B==.	5分
∵5a=3b,∴a<b,且5sin A=3sin B,即sin A=sin B=,
∵cos B>0,A<B,∴cos A==,	7分
∴tan A==.	8分
(ii)由(i)知,sin A=,cos A=,
∴sin 2A=2sin Acos A=,cos 2A=1-2sin2A=,	10分
∴sin(2A+)=sin 2Acos +cos 2Asin =×+×=.	12分

7.在△ABC中,内角A,B,C所对的边分别为a,b,c,且b=a+2,c=a+3.
(1)若5sin Asin C=4-4cos 2A,求cos A的值.
(2)是否存在正整数a,使得△ABC为钝角三角形?若存在,求出a的值;若不存在,请说明理由
解:(1)5sin Asin C=4-4cos 2A=4-4(1-2sin2A)=8sin2A,因为A∈(0,π),所以sin A>0,
所以5sin C=8sin A,则5c=8a,即5(a+3)=8a,可得a=5,所以c=a+3=8,b=a+2=7.
由余弦定理可得cos A==.
(2)假设存在正整数a,使得△ABC为钝角三角形,由题知c>b>a,则C为钝角,
所以cos C==<0,即a2-2a-5<0,解得1-<a<1+.
根据三角形三边的关系可得a+a+2>a+3,可得a>1,所以1<a<1+.
因为a是正整数,所以a=2或a=3,因此,当a=2或a=3时,△ABC为钝角三角形.

8.设△ABC的内角A,B,C的对边分别为a,b,c,已知△ABC的面积为sin C.
(1)证明:sin A=2sin B;
(2)若acos C=b,求cos A.
8.解:(1)证明:由题得absin C=sin C,
又sin C≠0,所以ab=a2-b2,	2分
由正弦定理可得sin Asin B=sin2A-2sin2B,所以sin B(sin A+sin B)=sin2A-sin2B=(sin A+sin B)(sin A-sin B),又sin A+sin B≠0,所以sin B=sin A-sin B,即sin A=2sin B.	5分
(2)由(1)及题设得,sin Acos C=2sin Bcos C=sin B,又sin B>0,所以cos C=∈,则<C<,故sin C=,又cos C====,所以sin B=.	7分
因为sin A=2sin B,所以B<,所以cos B=,	8分
所以cos A=cos[π-(B+C)]=-cos(B+C)=sin Bsin C-cos Bcos C=×-×=-.	

9.在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且B=,b=.
(1)若cos Acos C=,求△ABC的面积.
(2)试问+=1能否成立?若能成立,求此时△ABC的周长;若不能成立,请说明理由.

解:(1)由B=,得A+C=,cos(A+C)=cos Acos C-sin Asin C,即=cos Acos C-sin Asin C.	2分
又cos Acos C=,∴sin Asin C=.	3分
∵===2,
∴a=2sin A,c=2sin C,	4分
∴S△ABC=×2sin A×2sin C×sin B=4sin Asin Bsin C=4××=.	6分
(2)假设+=1能成立,则a+c=ac.	7分
由余弦定理得b2=a2+c2-2accos B,得6=a2+c2+ac,	9分
∴(a+c)2-ac=6,∴(ac)2-ac-6=0,解得ac=3或ac=-2(舍),此时a+c=ac=3,
不满足a+c≥2(当且仅当a=c时取等号),即假设不成立,
∴+=1不能成立.	12分

 
10.如图J4-1,一架飞机从A地沿直线飞往B地,两地相距200 km.飞行员为了避开某一区域的雷雨云层,从机场起飞以后,就沿与原来的飞行路线成θ角的方向飞行,在同一水平面内飞行到C地,再沿与原来的飞行路线成45°角的方向在同一水平面内继续飞行60 km到达B地.
(1)求A,C两地之间的距离;
(2)求tan θ.
(本小题满分12分)
[image: ]
图J4-1

10.解:(1)由余弦定理可得AC2=AB2+BC2-2AB·BCcos B=2002+(60)2-2×200×60×cos 45°=23 200,	3分
所以AC=20 km,即A,C两地之间的距离为20 km.	5分
(2)方法一:由余弦定理可得cos A==,	8分
所以cos θ=cos A=,所以sin θ==,
	11分
所以tan θ==.	12分
方法二:由正弦定理得=,
则sin θ=sin A==.	8分
因为BC<AC,所以A为锐角,
所以cos θ=cos A=,	11分
所以tan θ==.	12分

11.在锐角三角形ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且sin B+sin(A-C)=cos C.
(1)求角A的大小;
(2)当c=2时,求a2+b2的取值范围.

11.解:(1)△ABC中,由sin B+sin(A-C)=cos C得sin(A+C)+sin(A-C)=cos C,
化简得2sin Acos C=cos C,	2分
又△ABC为锐角三角形,
所以cos C≠0,
所以sin A=,又0<A<,所以A=.	4分
(2)由正弦定理得=,得b====+3.	6分
又
所以<C<,tan C>,
故有3<b<4.	8分
由余弦定理得a2=b2+c2-2bccos A=b2-6b+12,
所以a2+b2=2b2-6b+12=2+,
所以a2+b2∈(12,20).	10分

12.在锐角三角形ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且(a+b)(sin A-sin B)=(c-b)sin C.
(1)求A;
(2)求cos B-cos C的取值范围.

12.解:(1)因为(a+b)(sin A-sin B)=(c-b)sin C,所以(a+b)(a-b)=(c-b)c,即a2=b2+c2-bc.	2分
因为a2=b2+c2-2bccos A,所以cos A=,
又A∈,所以A=.	5分
(2)由(1)知cos B-cos C=cos B-cos=cos B+cos B-sin B=cos B-sin B=cos.
	8分
因为所以<B<,则<B+<,所以cos∈,	10分
所以cos B-cos C∈,
即cos B-cos C的取值范围是.	12 分

  
13.在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且2cos2C-cos C=2cos2B-2sin2A+cos(A-B).
(1)求C;
(2)若a+b=4,求c的取值范围.
 

13.解:(1)因为2cos2C-cos C=2cos2B-2sin2A+cos(A-B),
所以2(1-sin2C)+cos(A+B)=2(1-sin2B)-2sin2A+cos(A-B),化简得sin2A+sin2B-sin2C=sin Asin B.
	3分
由正弦定理得a2+b2-c2=ab,
由余弦定理得cos C==,
因为0<C<π,所以C=.	6分
(2)由(1)可设A=+α,B=-α,-<α<.
	7分
由==,可得=,
即=,可得c====,	10分
因为-<α<,所以<cos α≤1,所以2≤c<4,
故c的取值范围为[2,4).	12分


14.在锐角三角形ABC中,内角A,B,C的对边分别是a,b,c,且(a+b)(sin A-sin B)=(a-c)sin C.
(1)求角B的大小;
(2)若c=2,求a的取值范围.
解:(1)因为(a+b)(sin A-sin B)=(a-c)sin C,
所以由正弦定理可得(a+b)(a-b)=(a-c)c,	2分
化简得a2+c2-b2=ac,	3分
由余弦定理得cos B===,	5分
又B∈,所以B=.	6分
(2)因为B=,所以A+C=π-B=.	7分
由正弦定理得=,所以a=·sin A===+.	9分
因为△ABC为锐角三角形,所以解得<C<,	10分
所以tan C>,所以0<<3,所以<+<4,所以<a<4,故a的取值范围为(,4).	12分

15.已知△ABC的内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且a-b=c(cos B-cos A).
(1)判断△ABC的形状并给出证明;
(2)若a≠b,求sin A+sin B+sin C的取值范围.
解:(1)△ABC为等腰三角形或直角三角形,证明如下:
由a-b=c(cos B-cos A)及正弦定理得,sin A-sin B=sin C(cos B-cos A),
即sin(B+C)-sin(A+C)=sin C(cos B-cos A),
即sin Bcos C+cos Bsin C-sin Acos C-cos Asin C=sin Ccos B-sin Ccos A,整理得sin Bcos C-sin Acos C=0,
所以cos C(sin B-sin A)=0,
故sin A=sin B或cos C=0,
又A,B,C为△ABC的内角,所以a=b或C=,
因此△ABC为等腰三角形或直角三角形.
(2)由(1)及a≠b知△ABC为直角三角形且不是等腰三角形,A+B=π-C=,故B=-A,且A≠,
所以sin A+sin B+sin C=sin A+sin B+1=sin A+cos A+1=sin+1.
因为A∈∪,所以A+∈∪,得sin∈,
所以sin+1∈(2,+1),因此sin A+sin B+sin C的取值范围为(2,+1).









16中，，，所对的边分别为，，，已知.


(1)若，求的值；


(2)若是锐角三角形，求的取值范围.



【详解】（1）在中，，据余弦定理可得，



又，故，即，



又，故，得.


（2）在中，据余弦定理可得，



又，故，即，


又，故.


据正弦定理，可得，

所以，


即，


所以，，




因为，所以，或，


即或（舍）.

所以.



因为是锐角三角形，所以得，


所以，故，

，


所以的取值范围是.


17在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,M是AC上的点,BM平分∠ABC,△ABM的面积是△BCM的面积的2倍.
(1)求;
(2)若cos∠ABC=,b=2,求△ABC的面积.
15.解:(1)因为S△ABM=AB·BM·sin∠ABM,S△BCM=BC·BM·sin∠MBC,	2分
且S△ABM=2S△BCM,∠ABM=∠MBC,
所以AB=2BC,	4分
由正弦定理可得==2.	5分
(2)由(1)知=2,所以c=2a,	6分
由余弦定理得b2=a2+c2-2accos∠ABC,
得4=a2+4a2-4a2×,
所以a=1,c=2,	8分
又0<∠ABC<π,所以sin∠ABC==,
	10分
所以S△ABC=acsin∠ABC=×1×2×=.	12分

18在锐角三角形ABC中,内角A,B,C所对的边分别为a,b,c,已知ccos A+csin A-a-b=0.
(1)求cos C的值;
(2)在BC的延长线上有一点D,使得∠DAC=,AD=10,求AC,CD的长.

.解:(1)由正弦定理得sin Ccos A+sin Csin A-sin A-sin B=0,因为sin B=sin(A+C)=sin Acos C+cos Asin C,
所以上式可化为sin Csin A-sin A-cos Csin A=0,
又sin A>0,所以sin C-cos C=.因为sin2C+cos2C=1,△ABC是锐角三角形,所以cos C=.
(2)由(1)得cos∠ACB=,所以sin∠ACB=,
所以sin∠ADC=sin=(sin∠ACB-cos∠ACB)=×=.
在△ACD中,由正弦定理得==,即===5,
解得CD=,AC=.
19 在△ABC中,内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且10sin2=7-cos 2B.
(1)求角B;
(2)已知点D满足=,且AB>BD,若S△ABD=,AD=,求AC.
解:(1)∵A+B+C=π,
∴sin =cos .	1分
由10sin2=7-cos 2B,得10cos2=7-cos 2B,
即10×=7-(2cos2B-1),	3分
化简得2cos2B+5cos B-3=0,
解得cos B=或cos B=-3(舍去).	5分
∵0<B<π,∴B=.	6分
(2)∵S△ABD=BD·BA·sin B=,
∴BD·BA=3①.	7分
在△ABD中,由余弦定理知,AD2=BD2+BA2-2BD·BAcos B,
∴BD2+BA2-BD·BA=7,即BD2+BA2=10②.	8分
由①②解得BD=1,BA=3或BD=3,BA=1,
又AB>BD,∴BD=1,BA=3,BC=4BD=4.	10分
在△ABC中,由余弦定理知AC2=BA2+BC2-2BC·BA·cos B=9+16-2×3×4×=13,∴AC=.	12分


20.在△ABC中,内角A,B,C所对的边分别为a,b,c,已知a=,b=,c=1.
(1)求sin A,sin B,sin C中的最大值;
(2)求AC边上的中线长.

18.解:(1)∵>>1,∴b>a>c,∴sin B>sin A>sin C,
	2分
由余弦定理可得cos B==-,
	4分
又B∈(0,π),∴B=,∴sin B=.	6分
(2)设AC边上的中线为BD,则=(+),
	8分
∴(2||)2=(||+||)2=a2+c2+2accos∠ABC=()2+12+2××1×cos=1,	10分
∴||=,即AC边上的中线长为.	12分


21已知△ABC的内角A,B,C的对边分别为a,b,c,且2asin=b+c.
(1)求角A的大小;
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