
第5章   微分运动和速度

学习内容：1 坐标系相对于固定坐标系的微分运动

                 2 机器人关节相对于固定坐标系的微分

                    运动

                 3 雅克比矩阵的相关运算及其与速度之

                    间的关系

学习重点：雅克比矩阵的计算



1 微分关系的概念

       微分运动就是指机器人的微小运动，而微分关系是指微
分运动与速度之间的关系。

2 微分关系的理论推导

       下面这幅图是具有两个自由度的简单机构。其中每个连
杆都能独立旋转，  表示第一个连杆相对于参考坐标系的旋转
角度，    表示第二个连杆相对于第一个连杆的旋转角度。

§5.1 微分关系



微分关系

 让我们计算一下B点的速度

根据物理学中的相关公式，可以得到

 接下来让我们对B点的位置方程求微分



       可以看到，微分方程与速度方程极为相似，只不过二
者表达的物理含义不同，如果在微分方程的两边同时除以
dt,则两方程就完全相同了。

B点的微分
运动方程 雅克比矩阵

关节的微
分运动

5.1

      方程两边对   和   求微分，可得到

3 微分方程的结构



§3.2    雅克比矩阵

1 研究雅克比矩阵的意义

       由式5.1可以看到，雅克比矩阵将单个关节的
微分运动或速度转换为感兴趣点的微分运动或速度，
也可以将单个关节的运动与整个机构的运动联系起
来。

2 雅克比矩阵的计算

       由式5.1可以看到，由于角度是时变的，所以
雅克比矩阵也是时变的。所以我们可以通过对位置
方程中的时间变量求导的方法来计算雅克比矩阵



假设有一组变量为   的方程   ：

则变量和函数间的微分关系可以表示为

       根据上述关系，我们可以建立机器人的关节微分运动
和机器人手坐标系微分运动之间的关系

雅克比矩阵



雅 克 比 矩 阵

机器人手沿
x,y,z轴的微
分运动

机器人手绕
x,y,z轴 的
微分旋转

关节的微
分运动



v广义关节变量q＝[q1 q2 … qn]T

         转动关节：qi＝i，移动关节：qi＝di 
v  dq＝[dq1 dq2 … dqn]T反映了关节空间的
微小运动。

v手部在操作空间的运动参数用X表示，它
是关节变量的函数，即X＝X(q)，并且是
一个6维列矢量。

dX＝[dx dy dz x y z]T

v dX反映了操作空间的微小运动，它由工业
机器人手部微小线位移和微小角位移(微小
转动)组成。



v参照前式可写出类似的方程式，即：

dX＝J(q)dq

v式中J(q)是6×n的偏导数矩阵，称为n自
由度工业机器人速度雅可比矩阵。它反
映了关节空间微小运动dq与手部作业空
间微小运动dX之间的关系。它的第i行第j

列元素为：

i＝1，2，…，6；j＝1，2，…，n 



      例5.1  给定某一时刻的机器人雅克比矩阵，给定关节
的微分运动，求机器人手坐标系的线位移微分运动和角位
移微分运动。



      由例题可知：

      刚体或坐标系的微分运动包含微分移动矢量和微分转动
矢量。前者由沿三个坐标轴的微分移动组成；后者由绕三轴
的微分转动组成。

      雅克比矩阵的构造：

      一、矢量方程微分法；

      二、位姿方程微分法。



§5.3 坐标系的微分运动
       假设坐标系相对于参考坐标系做微量运动。一种情况是
可以不考虑产生微分运动的原因来观察坐标系的微分运动，
另一种情况是通过引起微分运动的机构来考察该微分运动。
前一种情况只研究坐标系的运动以及坐标系表示的变化(如图
a所示)。后一种情况则将研究产生该运动的机构的微分运动
以及它与坐标系运动的联系(如图b所示) 。此时，机器人关
节的微量运动会使得手坐标系也产生微量运动。



       假设有一个机器人要将两片工件焊接在一起，为了获得
最好的焊接质量，要求机器人以恒速运动，也就是说要求指
定的手坐标系的微分运动能保持按特定姿态的恒速运动。这
就涉及到坐标系的微分运动，而该运动是由机器人产生的。

       因此，应计算每一时刻各关节的速度，以使得由机器人
产生的总运动就等于坐标系的期望速度。

       坐标系微分运动可以分为如下三个运动：

       ●微分平移   ●微分旋转   ●微分变换(平移与旋转)

       我们首先研究坐标系的微分运动，然后研究机器人机构
的微分运动，最后建立两者之间的联系。



2 微分旋转
      微分旋转是坐标系的小量旋转，它通常用              
来描述，即坐标系    轴转动     角度。
      绕三轴的转动分别定义为因为转动很小，所以

1 微分平移

      微分平移就是坐标系平移一个为分量，因此它可以用
Trans(dx,dy,dz)来表示，其含义是坐标系沿3条坐标轴做了
微小量的运动。

因此，表示绕x、y、z轴的微分旋转矩阵为：



        注意：上述矩阵违反了每个向量长度为1的规定。例如                  

。然而由于微分值很小，在计算时高阶微分可以忽略不计。
并且这样的近似并不影响计算结果。所以我们采用这样的向
量长度。



       另外我们再来看看矩阵乘法的顺序，不同的顺

序是否会产生不同的结果。



       比较两式，如果忽略掉所有的高阶微分变换，上述两
式的结果是相同的。因此乘法的顺序并不影响最终计算结
果。也就是说在微分运动分析中满足交换律。



绕三条坐标轴的三个微分运动可以表示为



       例5.2  求绕三个坐标轴作微分旋转所产生的总微分变
换



3 坐标系的微分变换

       坐标系的微分变换是微分平移和微分旋转运动的合成。
如果用T表示原始坐标系，并假定由于微分变换所引起的
坐标系T的变化量用dT表示，则有：

可令：

       我们称   为微分算子，用它乘以一个坐标系将导致坐标
系的变化



进一步求得

       注意：微分算子不是变换矩阵或坐标系，它不遵循所
要求的标准格式，仅仅是一个算子在坐标系中产生变化。



      例3.4  对如下的坐标系B,绕y轴做0.1弧度的微分转动，
然后微分平移[0.1，0，0.2]，求微分变换的结果

      例5.3  写出以下微分变换的微分算子矩阵

解：
       将所给值代入，得：



解：

       其中，dB矩阵表示坐标系B的变化，该矩阵的每个元素
表示坐标系中相应元素的变化。如，本例中 dB意味着该坐
标系沿x轴移动了0.4个单位的微小量，沿y轴无运动，沿z轴
移动了-0.8个单位的微小量。它也意味着坐标系的旋转使得    

向量    没有改变， 而在向量    的分量    上改变了0.1，在
向量    的分量    上改变了-0.1。—微分变化的理解



由此，我们可求上例中坐标系B运动后的位姿，如下

微分运动所引
起坐标系变化



3.6 坐标系之间的微分变化 
       前面介绍的微分算子  是相对于固定参考坐标系来说的，
同样的，我们可以定义另外一个微分算子，是相对于当前坐
标系的，这样可以在当前坐标系中计算同样的变换。
       由于是相对于当前坐标系的，必须用右乘该坐标系的。
如下式所示：

       因此，上式可以用来计算相对于本身坐标系的微分算子    

。将上式矩阵相乘并加以简化，得到的结果如下：



       应注意，   看上去如同    矩阵，但所有元素都是相对
于当前坐标系的，这些元素可从以上矩阵相乘的结果求得，
结果归纳如下：



       例  对如下的坐标系B，绕y轴做
0.1弧度的微分转动，然后微分平移
[0.1，0，0.2]，求微分变换的结果。

解：

       举例说明如何求得相对于本身坐标系的微分算子，回
忆下面的例题： 



现在求出相对于本身坐标系的微分算子：

由给定的信息中可以得到以下向量，用来计算向量



公式

代入可得：





3.7 机器人及机器人手坐标系的微分运动

       前面介绍的都是坐标系的变换结果，而不涉及变换是
如何实现的。现在我们就研究一下机器人手坐标系的变化
是如何由机器人的运动转换来的。
   

       我们要做的就是找出机器人关节的微分运动是如何与
手坐标系的微分运动关联的，尤其是与dT的关系。

       这种关系取决于：
       机器人的构型和设计的函数；
       机器人即时位姿的函数。



举例说明：
      简单的旋转机器人和斯坦福机械手臂
      区别：构型不同
      结果：要产生类似（相同）的机械手速度，所要求的关
      节速度会有所不同。
由此可知：
      对于上述的任何一种机器人，手臂是否能够完全地伸展
      以及能否指向任意方位，都需要将其转化为不同的关节
      速度从而产生相同的手的速度。

      我们可以通过雅克比矩阵建立关节运动与手运动之间的
  联系，如下所示：



机器人手
沿x,y,z轴
的微分运
动

机器人手绕
x,y,z轴的微
分旋转

关节的
微分运
动

雅克比矩阵
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