
空间点、直线、平面之间的位置关系
知识梳理：

1．平面的基本性质

公理 1：如果一条直线上的两点在一个平面内，那么这条直线上所有的点都在这个平面

内．(公理 1 的作用是判断直线是否在某个平面内；)

公理 2：经过不在同一条直线上的三点，有且只有一个平面．(即可以确定一个平面)

(公理 2 及其推论给出了确定一个平面或判断“直线共面”的方法；)

公理 3：如果两个不重合的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条通过这个点的公

共直线．(公理 3 的作用是如何寻找两相交平面的交线以及证明“线共点”的理论依据；)

2．直线与直线的位置关系

(1)位置关系的分类

{
共面直线{

平行
相交  

异面直线：不同在任何一个平面内 
(2)异面直线所成的角

①定义：设 a，b 是两条异面直线，经过空间任一点 O 作直线 a′∥a，b′∥b，把 a′

与 b′所成的锐角(或直角)叫作异面直线 a，b 所成的角(或夹角)．

②范围：(0，
π

2 ].

3．直线与平面平行的判定定理和性质定理

文字语言 图形语言 符号语言

判定定理

平面外一条直线与这个平面内

的一条直线平行，则该直线与

此平面平行(线线平行⇒线面平

行)

∵l∥a，a⊂α，l⊄α，

∴l∥α

性质定理

一条直线与一个平面平行，则

过这条直线的任一平面与此平

面的交线与该直线平行(简记为

“线面平行⇒线线平行”)

∵l∥α，l⊂β，α∩β

＝b，

∴l∥b

[探究]　1.如果一条直线和平面内一条直线平行，那么这条直线和这个平面平行吗？

2．如果一条直线和一个平面平行，那么这条直线和这个平面的任意一条直线都平行吗？

4 ． 平 面 与 平 面 平 行 的 判 定 定 理 和 性 质 定 理



文字语言 图形语言 符号语言

判定定理

一个平面内的两条相交直线与

另一个平面平行，则这两个平

面平行(简记为“线面平行⇒面

面平行”)

∵a∥β，b∥β，a∩b

＝P，a⊂α，b⊂α，

∴α∥β

性质定理

如果两个平行平面同时和第三

个平面相交，那么它们的交线

平行

∵α∥β，α∩γ＝a，

β∩γ＝b，∴a∥b

[探究]　3.如果一个平面有无数条直线与另一个平面平行，那么这两个平面平行吗？

提示：不一定．可能平行，也可能相交．

4．如果两个平面平行，则一个平面内的直线与另一个平面有什么位置关系？

5．平行公理

平行于同一条直线的两条直线互相平行．

6．定理

空间中如果两个角的两边分别对应平行，那么这两个角相等或互补．

突破点 一     

1.点共线问题,一般转化为证明这些点的某两个平面点公共点,再根据公理 3（如果两

个不重合的平面有一个公共点，那么它们有且只有一条通过这个点的公共直线．）证明这些

点都在这两个平面的交线上.
2.线共点问题 ，证明空间三线共点问题，先证明两条直线交于一点，再证明第三条

直线也经过这点，把问题转化为证明点再直线上。

3.证明点线共面的常用方法：

①纳入平面法：先确定一个平面，再证明有关点、线在此平面内。

②辅助平面法：先证明有关的点、线确定平面α，再证明其他元素确定平面β，最后

证明平面α、β重合。

基础训练

1．(2015 北京卷) 设 ， 是两个不同的平面， m 是直线且 αm  ，“ //m  ”是“ //  ”

的（    ）．

A．充分而不必要条件　　　　 B．必要而不充分条件 

C．充分必要条件 　　　　　　D．既不充分也不必要条件 

【解析】 //m  不能推出 //  ，而 //  ， //m  ，“ //m  ”是“ //  ”的必要不充

分条件，答案为 B



2.(2015 广东卷) 若直线 1l 和 2l 是异面直线， 1l 在平面 内， 2l 在平面  内， l 是平面

与平面  的交线，则下列命题正确的是（   ）

A． l 至少与 1l ， 2l 中的一条相交                      B． l 与 1l ， 2l 都相交

C． l 至多与 1l ， 2l 中的一条相交                      D． l 与 1l ， 2l 都不相交

考点：空间点、线、面的位置关系．

3.(2014 广东卷)  若空间中四条两两不同的直线 ，满足 则

下列结论一定正确的是（    ）

A．                                       B.   

 C. 与 既不垂直也不平行              D. 与 的位置关系不确定

4.(2015 浙江卷) 设 α，β 是两个不同的平面，l，m 是两条不同的直线，且 lα，mβ.

A.若 l⊥β，则 α⊥β B. 若 α⊥β，则 l⊥m

C. 若 l∥β，则 α∥β D. 若 α∥β，则 l∥m

5. (2014 浙江卷)设 m 、 n 是两条不同的直线， 、  是两个不同的平面，则（    ）

A.若 nm  ， //n ，则 m            B.若 //m ，   ，则 m

C.若 m ， n ， n ，则 m    D.若 nm  ， n ，   ，则 m

6.   l1，l2，l3是空间三条不同的直线，则下列命题正确的是(　　)

A．l1⊥l2，l2⊥l3⇒l1∥l3                    B．l1⊥l2，l2∥l3⇒l1⊥l3

C．l1∥l2∥l3⇒l1，l2，l3共面            D．l1，l2，l3共点⇒l1，l2，l3共面

7．在下列命题中，所有正确命题的序号是________．

①平面 α 与平面 β 相交，它们只有有限个公共点；

②经过一条直线和这条直线外的一点，有且只有一个平面；

③经过两条相交直线，有且只有一个平面；

④如果两个平面有三个不共线的公共点，那么这两个平面重合；

⑤四边形确定一个平面．

8．已知 a，b 是异面直线，直线 c 平行于直线 a，那么 c 与 b(　　)

A．一定是异面直线  B．一定是相交直线

C．不可能是平行直线   D．不可能是相交直线

5．已知 A、B 表示不同的点，l 表示直线，α、β 表示不同的平面，则下列推理错误的是

(　　)
A．A∈l，A∈α，B∈l，B∈α⇒l  α        B．A∈α，A∈β，B∈α，B∈β⇒α∩β＝AB

C．l α，A∈l⇒A∉α                                   D．A∈α，A∈l，l α⇒l∩α＝A

题型分类：

题 型 一 　 平 面 基 本 性 质 的 应 用      ( 点 共 线 、 线 共 点 问 题 )

1 2 3 4, , ,l l l l 1 2 2 3 3 4, , ,l l l l l l ∥

1 4l l 1 4l l∥

1l 4l 1l 4l



例 1 　在正方体 ABCD—A1B1C1D1中，对角线 A1C 与平面 BDC1交于点 O，AC，BD 交于

点 M，求证：点 C1，O，M 共线．

思维启迪：证明三点共线常用方法是取其中两点确定一直线，再证明其余点也在该直

线上．

证明∵A1C 平面 A1AC，O∈A1C                                                 ,      

∴O∈平面 A1AC.          又 A1C∩平面 BDC1=O，

∴O∈平面 BDC1.          ∴O 在两平面 BDC1与平面 A1AC的交线上.

又 AC∩BD=M,               ∴M∈平面 BDC1且 M∈平面 A1AC,

∴平面 A1AC∩平面 BDC1=C1M.               ∴O∈C1M，即 O、C1、M共线.

                                                                                                                         
 [例 2]  如图所示，正方体 ABCD—A1B1C1D1中，E、F 分别是 AB 和 AA1的中点．

求证： (1)E、C、D1、F 四点共面；    (2)CE、D1F、DA 三线共点．

[例 3]  如图，在正方体 ABCD—A1B1C1D1中，O 为正方形 ABCD 的中心，H 为直线 B1D 与

平面 ACD1的交点．求证：D1、H、O 三点共线．

                                                                                                                       
证明：正方形 ABCD 的中心 O 是对角线 AC、BD 的交点,所以 D1O 是平面 ACD1与平面 BB1D1D

的交线,因为 B1D 在平面 BB1D1D 中、B1D 与平面 ACD1 相交,所以交点 H 在交线 D1O 上,即 D1、

H、O三点共线,证毕.

例 4  如图，空间四边形 ABCD 中，E、F 分别是 AB、AD 的中点，G、H 分别在 BC、CD

上，且 BG∶GC＝DH∶HC＝1∶2．



(1)求证：E、F、H、G 四点共面．

(2)设 EG 与 HF 交于点 P，求证：P、A、C 三点共线．

　思路解析：根据比例相等，证明两直线平行，从而确定平面；证明三点共线时，

先证明两个平面相交，再证第三个点也在这条交线上即可．

　　解：(1)∵E、F分别是 AB、AD的中点，

　　∴EF∥BD．

　　在△BCD中，∵ ，

　　∴GH∥BD．

　　∴EF∥HG．

　　∴E、F、H、G四点共面．

　　(2)设 EG∩HF＝P，则 P∈平面 ABC，P∈平面 ACD，∴P为平面 ABC与平面 ACD

的公共点．又平面 ABC∩平面 ACD＝AC，

　　∴P、A、C三点共线．

题型二　空间两直线的位置关系

判定空间两条直线是异面直线的方法

(1)判定定理：平面外一点 A 与平面内一点 B 的连线和平面内不经过该点 B 的直线是

异面直线．

(2)反证法：证明两线不可能平行、相交或证明两线不可能共面，从而可得两线异面．

例 1 　如图所示，正方体 ABCD—A1B1C1D1中，M、N 分别是 A1B1、B1C1的中点．问：

(1)AM 和 CN 是否是异面直线？说明理由；

(2)D1B 和 CC1是否是异面直线？说明理由．

（1）不是异面直线.

理由：∵M、N分别是 A1B1、 B1C1的中点，



∴MN∥A1C1.      ∵A1A D1D，而 D1D C1C    ∴A1A C1C，A1ACC1为平行四边形.

∴A1C1∥AC，得到 MN∥AC.      ∴A、M、N、C在同一个平面内.

故 AM和 CN不是异面直线.

（2）是异面直线.证明如下：

假设 D1B与 CC1在同一个平面 D1CC1内，则 B∈平面 CC1D1，C∈平面 CC1D1，

∴BC 平面 CC1D1.

这与 BC是正方体的棱相矛盾，∴假设成立?故 D1B与 C C1是异面直线.

[例 2]　已知空间四边形 ABCD 中，E、H 分别是边 AB、AD 的中点，F、G 分别是边 BC、

CD 的中点．

(1)求证：BC 与 AD 是异面直线；     (2)求证：EG 与 FH 相交．

（ 1）因为三点确定一个平面  所以 B C D 三点在一个平面内 

并且 ABCD 是空间四边形 所以 A 点必不在 BCD 确定的平面内,且直线 AD 与 BCD 平面相交

所 以 A D 与 B C 异 面

（ 2 ） 因 为  E , H 分 别 是  边 A B , A D 的 中 点 , F  G 分 别 是 B C  C D 上 的 中 点

所 以 E H / / = 1 / 2 B D , F G / / = 1 / 2 B D  所 以  E H / / = F G

所 以  E H G F 是 平 行 四 边 形  即  E G 与 F H 相 交

题型三　异面直线所成的角

求两条异面直线所成角的大小，一般方法是通过平行移动直线，把异面问题转化为共面

问题来解决．根据空间等角定理及推论可知，异面直线所成角的大小与顶点位置无关，往

往可以选在其中一条直线上(线面的端点或中点)利用三角形求解．

例 1　正方体 ABCD—A1B1C1D1中，

(1) 求 AC 与 A1D 所 成 角 的 大 小 ；



(2)若 E、F 分别为 AB、AD 的中点，求 A1C1与 EF 所成角的大小．

例 2.在正方体 ABCD-A1B1C1D1中,点 E 为 AB 的中点,求 BD1与 CE 所成角点余弦值.

‘

例 3(福建卷)如图，长方体 ABCD—A1B1C1D1 中，AA1=AB=2，AD=1，点 E、F、G 分

别是 DD1、AB、CC1 的中点，则异面直线 A1E 与 GF 所成的角是（    ）

A．
5
15arccos B．

4


C．
5
10arccos D．

2


    解：连 B1G，则 A1E∥B1G，知∠B1G F 就是异面直线 A1E 与 GF 所

成的角．在△B1GF 中，由余弦定理，得

   cosB1GF＝
2 2 2 2 2 2

1 1

1

( 2) ( 3) ( 5)
2 2 2 3

B G GF B F
B G GF
   


  

＝0，

   故∠B1G F＝90°，应选(D)．

评注：本题是过异面直线 FG 上的一点 G，作 B1G，则 A1E∥B1G，知∠B1G F 就是

所求的角，从而纳入三角形中解决．

 直三棱柱 ABC－A1B1C1 中，若∠BAC＝90°，AB＝AC＝AA1，则异面直线 BA1

与 AC1所成的角等于  (　　)

A．30°  B．45°  C．60°   D．90°

延长 CA 至点 M，使 AM＝CA，则 A1M∥C1A，∠MA1B 或其补角为异面直线 BA1与 AC1所成的角，

连接 BM，易知 BMA1为等边三角形，因此，异面直线 BA1与 AC1所成的角为 60°，cos 60°

＝

1A 1B
1C1D

A B

CD

E

F

G



题型四   线面平行点判定及性质　

例 1．（2010·姜堰中学月考）如图四边形 是菱形， 平面 ， 为

的中点. 求证： ∥平面 ；

解析：设   ,连  .                     

 ⑴  ∵ 为菱形，   ∴ 为 中点，又 为 中点.

∴ ∥  . 又  , 

∴ ∥

例 2．（2010·江苏省届百校联考改编）在在四棱锥 O－ABCD 中，底面 ABCD 为菱形，E 为

OA 的中点，F 为 BC 的中点，求证：EF//平面 OCD.

证明：取 中点 ，连接 ,则 ，

∵ 是菱形，∴ ，

∵ 为 的中点，∴ ，

∴ ．

∴四边形 是平行四边形，∴ ，

,
//

EF OCD CM OCD
EF OCD

 

Q 平面 平面

平面

例 3、（2015 广东卷 ）如图3，三角形 DC 所在的平面与长方形 CDA 所在的平面

垂直， D C 4    ， 6A  ， C 3  ．

 1 证明： C// 平面 D A ；

 2 证明： C D   ；

 3 求点 C 到平面 D A 的距离．

【解析】

试题解析：（1）因为四边形 是长方形，所以 ，因为 平面 ，

平面 ，所以 平面

（2）因为四边形 是长方形，所以 ，因为平面 平面 ，

ABCD PA  ABCD Q
PA PC QBD

AC BD=0 OQ

ABCD O AC Q PA

OQ PC PC 平面QBD OQ 平面QBD

PC 平面QBD

OD M EM ,CM 1,
2

ME AD ME AD‖

ABCD // ,AD BC AD BC

F BC 1,
2

CF AD CF AD‖

,ME CF ME CF‖

EFCM //EF CM

CDA C// D A C  D A

DA  D A C// D A

CDA C CD  DC  CDA

DA

B CF

E

O

M

B

A

C

D

P

Q

O



平面 平面 ， 平面 ，所以 平面 ，因为

平面 ，所以

（3）取 的中点 ，连结 和 ，因为 ，所以 ，在

中，

，因为平面 平面 ，平面 平面 ，

平面 ，所以 平面 ，由（2）知： 平面 ，由（1）知：

，所以 平面 ，因为 平面 ，所以 ，设点 到

平面 的距离为 ，因为 ，所以 ，

即 ，所以点 到平面 的距离是

考点：1、线面平行；2、线线垂直；3、点到平面的距离.

证明线面平行的关键点及探求线线平行的方法

(1)证明直线与平面平行的关键是设法在平面内找到一条与已知直线平行的直线；

(2)利用几何体的特征，合理利用中位线定理、线面平行的性质，或者构造平行四边形、

寻找比例式证明两直线平行；

(3)注意说明已知的直线不在平面内，即三个条件缺一不可．

1．如图，正方体 ABCD－A1B1C1D1中，AB＝2，点 E 为 AD 的中点，点 F 在 CD 上，

若 EF∥平面 AB1C，则线段 EF 的长度等于________．

解析：∵EF∥平面 AB1C，EF⊂平面 ACD，平面 ACD∩平面 AB1C＝AC，

∴EF∥AC，又 E 为 AD 的中点，AB＝2，

∴EF＝
1

2
AC＝

1

2
× 22＋22＝ 2.

答案： 2

2．(2013·无锡模拟)如图，PA⊥平面 ABCD，四边形 ABCD 是矩形，E、F 分别

是 AB、PD 的中点，求证：AF∥平面 PCE.

证 明 ： 如 图 ， 取 PC 的 中 点 M ，

DC I CD CDA  C  CDA C  DC

D  DC C D  

CD  A  D C   CD  Rt D

2 2D D    

2 24 3 7   DC  CDA DC I CD CDA 

  DC   CDA C  DC

C// D A DA  DC D  DC D DA   C

D A h C D CDV V A A三棱锥 三棱锥 D CD
1 1
3 3

S h S A A  

CD

D

1 3 6 7 3 72
1 23 4
2

Sh
S

A

 A

  
  

 
C D A

3 7
2



连接 ME、MF，

则 FM∥CD 且 FM＝
1

2
CD.

又∵AE∥CD 且 AE＝
1

2
CD，

∴FM 綊 AE，即四边形 AFME 是平行四边形．

∴AF∥ME，

又∵AF⊄平面 PCE，EM⊂平面 PCE，

∴AF∥平面 PCE.

3.如图所示，正方体 ABCD—A1B1C1D1 中，侧面对角线 AB1，BC1 上分

别有两点 E，F，且 B1E=C1F.求证：EF∥平面 ABCD.

分析：要证 EF∥平面 ABCD，思路有两种：一是利用线面平行的判定定理，

即在平面 ABCD 内确定 EF 的平行线；二是利用面面平行的性质定理，即过 EF 作与平面

ABCD 平行的平面.
证明  方法一  分别过 E，F 作 EM⊥AB 于 M，FN⊥BC 于 N，连接 MN.
∵BB1⊥平面 ABCD，

∴BB1⊥AB，BB1⊥BC，
∴EM∥BB1，FN∥BB1，

∴EM∥FN.
又∵B1E=C1F，∴EM=FN，

故四边形 MNFE 是平行四边形，∴EF∥MN.
又 MN 平面 ABCD，EF 平面 ABCD，

所以 EF∥平面 ABCD.
方法二  过 E 作 EG∥AB 交 BB1于 G，

连接 GF，则
BB
GB

AB
EB

1

1

1

1  ，

∵B1E=C1F，B1A=C1B，

∴
BB
GB

BC
EC

1

1

1

1  ，∴FG∥B1C1∥BC，

又 EG∩FG=G，AB∩BC=B，
∴平面 EFG∥平面 ABCD，而 EF 平面 EFG，

∴EF∥平面 ABCD.

点评：判断或证明线面平行的常见途径：①利用线面平行的定义（无公共点）；

②线面平行的判定定理；③面面平行的性质定理

题型五     面面平行的判定与性质

[例 1]　如图所示，在直四棱柱 ABCD－A1B1C1D1 中，底面是正

方形，E ，F ，G 分别是棱 B1B ，D1D ，DA 的中点．求证：



平 面 AD1E

以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。
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