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因⼦子分析

• 客观世界是复杂多变的， 在社会发展的过程中体现出多样性， ⼈人们的⽣生活因此⽽而丰富多
彩。那么，⼈人们如何简练的从若⼲干个⽅方⾯面去归纳概括出事物发展的历程和特征呢，如何抓
住主要⽭矛盾， 抓住⽭矛盾的主要⽅方⾯面？即如何对事物发展过程中呈现出纷繁芜杂的数据进⾏行行
简单明了了的描述？这需要对数据进⾏行行精简和概括。 

• ⼈人们往往希望能够找出少数具有代表性的变量量来对复杂事物进⾏行行描述， 这需要把反映该事
物的很多变量量或数据进⾏行行⾼高度概括。 本章所阐述的因⼦子分析便便是如何利利⽤用复杂多样的数据
来综合描述客观事物特征的分析⽅方法和过程。



数据降维
• 每个⼈人都会遇到有很多变量量的数据， 如反映全国或各省市经济、 社会发展状况的变量量数
据、反映⼀一个国家总体发展状况的数据等。这些数据的共同特点是变量量很多，在如此多的变
量量之中， 有很多变量量之间是相关的， ⼈人们同时分析很多个变量量是⽐比较困难的， 这就会带来 
“维度灾难”的问题。因此，⼈人们希望能够找出这些变量量的“代表” ，来对更更多的变量量进⾏行行描
述。 

• 如在学校中进⾏行行奖学⾦金金的评定，需要考虑学⽣生各⻔门课程的学习成绩、与⼈人相处的能⼒力力、尊重
师⻓长的程度、乐于助⼈人的程度、担任学⽣生⼲干部努⼒力力的程度、参加社会实践活动的积极性等因
素。假设有⼀一个学⽣生本学期考试的科⽬目有 10 ⻔门课程，那么其参加奖学⾦金金评定按照上述的参
考变量量，便便会有 15 个变量量之多。在实际⼯工作中，不不会同时考虑这 15 个变量量的数据来进⾏行行
奖学⾦金金评定，通常的做法是把相互关联的变量量进⾏行行综合，如把上述 15 个变量量综合为学习成
绩（含 10 ⻔门课程）变量量、思想品德（含与⼈人相处能⼒力力、尊重师⻓长程度、乐于助⼈人程度）变
量量、⼯工作态度（含担任学⽣生⼲干部努⼒力力程度、参加实践积极性）变量量等 3 个具有代表性的综合
变量量，然后依照这 3 个综合变量量进⾏行行奖学⾦金金的评定，从⽽而实现了了化繁为简的⽬目的。



数据降维的基本问题
• 把反映⼀一个事物特征的多个变量量⽤用较少且具有代表性的变量量来描述， 这个过程称之为数据降维。 不不同的
变量量往往是从不不同的侧⾯面或⽅方⾯面去描述事物特征的， 这些不不同的⽅方⾯面称之为事物的维度，如从身⾼高、体
重、⾎血型 3 个⽅方⾯面反映⼀一个⼈人的特征，则具有三个维度。当反映事物⽅方⾯面太多的时候，过多的数据会对所
描述对象造成混乱，很难得到正确结论。因此，应当把相关的维度进⾏行行总结概括，尽量量降低数据维度，简
要地对事物特征进⾏行行描述 

• 为了了能够简要⽽而不不遗漏漏的反映事物特征，数据降维过程中应当解决如下⼏几个基本问题： 
能否把数据的多个变量量⽤用较少的综合变量量来表示？ 
较少的综合变量量包含有多少原来的信息？ 
能否利利⽤用找到的综合变量量来对事物进⾏行行较为全⾯面的分析？ 

• 上述第 1 个问题具体是指在进⾏行行数据降维之前，应当考虑原始变量量数据之间的关联性，即变量量之间是否具
有可提取综合变量量所存在的必然联系； ⽽而第 2 个问题主要考虑所提取出来的综合变量量在多⼤大程度上代表
了了原始数据的信息， 这是利利⽤用综合变量量进⾏行行统计分析， 进⽽而得到正确结论的理理论基础； 第 3 个问题主要
阐述了了数据降维应当在统计分析过程中发挥的重要作⽤用，并且在降维得到综合变量量的基础之上进⾏行行进⼀一步
的统计分析活动。 

• 解决好这些基本问题之后， 就可以⽤用简化的数据对事物进⾏行行描述或判定， 从⽽而得出统计分析的结论。



数据降维的基本原理理
• 数据降维过程可以从最简单的⼆二维数据降为⼀一维数据开始。 先假设只有⼆二维， 即只有两个变量量，它们可由⼆二维坐
标轴上的横坐标（x）和纵坐标（y）来表示，因此每个观测值都有相应于这两个坐标轴的坐标值。 在正态分布的
假定下， 这些数据在⼆二维坐标轴上形成⼀一个椭圆的分布形状，如图 14-1 所示。 

• 众所周知，椭圆有⼀一个⻓长轴和⼀一个短轴，且互相垂直。在短轴⽅方向上，数据变化很少；⽽而⻓长轴⽅方向，数据变化的
范围较⼤大。在极端的情况，短轴如果退化成⼀一点，则只有在⻓长轴的⽅方向才能够解释这些点的变化了了。因此，⻓长轴
就是要找的主要综合变量量。⾄至此，由⼆二维到⼀一维的降维过程就完成了了。



数据降维的基本原理理
• 当坐标轴和椭圆的⻓长短轴平⾏行行， 那么代表⻓长轴的变量量就描述了了数据的主要变化， ⽽而代表短轴的变量量就描述了了数据
的次要变化。但是，坐标轴通常并不不和椭圆的⻓长短轴平⾏行行。因此，需要寻找椭圆的⻓长短轴，即进⾏行行坐标平移或旋
转变换，使得新变量量和椭圆的⻓长短轴平⾏行行。如果⻓长轴变量量代表了了数据包含的⼤大部分信息，就⽤用变量量在该轴上的变
化代替原先的两个变量量（舍去次要的另⼀一个维度） ，降维就完成了了。椭圆的⻓长短轴相差得越⼤大，降维效果就越
好。 

• 对于多维变量量的降维情况和⼆二维降维类似， 主要从⾼高维椭球⼊入⼿手。 ⾸首先把⾼高维椭球的主轴找出来， 再⽤用代表⼤大
多数数据信息的最⻓长的⼏几个轴作为新变量量。 与⼆二维椭圆分布形状类似，⾼高维椭球的主轴也是互相垂直的。 这些互
相正交的新变量量是原先变量量的线性组合， 可叫做主成分。 正如⼆二维椭圆有两个主轴， 三维椭球有 3 个主轴⼀一
样， 有⼏几个变量量， 就有⼏几个主成分。 

• 究竟要选择多少个主成分， 是不不是越少越好呢？这个问题有⼀一定的选择标准， 就是这些被选中主成分所代表的主
轴的⻓长度之和与主轴⻓长度总和的⽐比值， 这个⽐比值也称之为 “阈值” 。根据相关⽂文献建议， 所选的主轴总⻓长度之和
占所有主轴⻓长度之和⼤大约 85% （即阈值为 85%）即可。但在实际应⽤用过程中，要依据研究⽬目的、研究对象和所
搜集的变量量具体情况⽽而定。 

• 主轴越⻓长， 表示变量量在该主轴⽅方向上的变动程度越⼤大， 亦即⽅方差越⼤大。 所以⼀一般情况下，不不去计算主轴的⻓长
度， ⽽而是计算其主轴⽅方向的⽅方差， 根据所选取主轴的⽅方差之和与所有主轴⽅方向上⽅方差之和的⽐比值，即⽅方差贡献率
的⼤大⼩小来判断应该取多少个主成分。



主成分分析—基本概念与原理理

 



主成分分析—基本概念与原理理

 



主成分分析—基本步骤和过程
• 在主成分分析的过程中，通常要先把各变量量进⾏行行⽆无量量纲化（即标准化） 。把变量量进⾏行行标准化之后，可按照如下顺
序进⾏行行主成分分析： 
选择协⽅方差阵或相关阵计算特征根及对应的特征向量量； 

计算⽅方差贡献率，并根据⽅方差贡献率阈值选取合适的主成分个数； 

根据主成分载荷⼤大⼩小对选取的主成分进⾏行行命名； 

根据主成分载荷计算各个主成分得分。 

• SAS 系统主要使⽤用 PRINCOMP 过程进⾏行行主成分分析。该过程⾃自动会对所分析的变量量进⾏行行标准化。因此，⽤用户⽆无
需⾃自⾏行行对原始变量量进⾏行行标准化处理理。 

• PRINCOMP 过程的主要语法如下： 
PROC PRINCOMP <选项> ; 

BY 变量量列列表; 

FREQ 变量量; 

ID 变量量列列表; 

PARTIAL 变量量列列表; 

VAR 变量量列列表; 

WEIGHT 变量量;



主成分分析—基本步骤和过程
• PRINCOMP 过程中的语句句，最常⽤用的是 VAR 语句句，主要⽤用于指定进⾏行行主成分分析的原始变量量；⽽而 FREQ、WEIGHT 
语句句与前⾯面讲述的⽤用法⼀一致；PARTIAL 语句句主要⽤用于根据偏相关（或协⽅方差）系数矩阵进⾏行行特征根及其对应特征向
量量的计算。 

• PRINCOMP 的过程选项主要有： 
■ DATA=：指定分析数据集； 

■ OUT=：指定输出数据集； 

■ OUTSTAT=：指定含有各种统计量量的输出数据集； 

■ NOINT：忽略略模型中的截距项； 
■ PREFIX=：为提取出来的主成分加上指定的前缀名称； 
■ PARPREFIX=：为剩余变量量加上指定的前缀名称； 
■ SINGULAR=：指定奇异标准； 
■ STD：标准化主成分得分； 

■ VARDEF=：指定计算⽅方差或标准差时所采⽤用的分⺟母； 

■ PLOTS=：指定该过程输出的图形； 

■ NOPRINT：压缩所有的过程输出结果，即不不显示分析结果； 

■ COV：指定系统利利⽤用协⽅方差矩阵计算特征根及特征向量量；缺省则表示⽤用相关系数矩阵计算； 
■ N=：指定系统提取主成分的数⽬目；缺省则表示有多少个原始变量量就提取多少个主成分；



主成分分析—基本步骤和过程
• 例例14-1：为评价全国各省/直辖市/
⾃自治区的综合发展⽔水平，现收集了了
全国 24 个地区的⼈人均GDP、⼈人均
可⽀支配收⼊入、⼈人均消费⽀支出等数据
进⾏行行综合考察，如图 14-2 所示。
试利利⽤用主成分分析⽅方法对各地区综
合发展状况进⾏行行评价。 

• 在本例例中，共有 7 个变量量可供⽤用来
综合评价各地区的发展状况。但是，
如果从 7 个⽅方⾯面来考察综合发展状
况，不不免显得过于复杂。因此，可
以把 7 个变量量进⾏行行降维，从中提取
出若⼲干个综合变量量，利利⽤用综合变量量
所反应的主成分来对地区发展状况
进⾏行行评价。



主成分分析—基本步骤和过程
• 本例例使⽤用 PRINCOMP 过程进⾏行行测算的程序如
下： 

proc princomp data=sasuser.live out=prin_score;  /*指
定把计算结果存储于 PRIN_SCORE 数据集*/ 

  var gdp income consumption employment education 
health life;  /*指定⽤用于分析的原始变量量*/ 

run; 

• 本段程序默认采⽤用原始数据的相关系数矩阵进
⾏行行特征根测算。 程序运⾏行行后， ⾸首先可得到关于
每个原始变量量的均值和标准差统计量量，如图 14-
3 所示。 

• 利利⽤用图 14-3 的输出结果，可以对原始变量量进⾏行行
⽆无量量纲化或标准化（SAS 系统中会⾃自动进⾏行行标
准化，该步骤可以省略略） 。



主成分分析—基本步骤和过程

• 在主成分的分析结果中，还会输出⽤用于
计算特征根的矩阵（协⽅方差矩阵或相关
系数矩阵） ，本例例输出原始变量量之间的
相关系数矩阵，如图 14-4 所示。 

• 相关系数矩阵可以列列示出变量量两两之间
的简单相关系数， ⽤用于观察变量量之间的
联系， 在⼀一定程度上可考察数据降维是
否恰当；此外，在⼿手⼯工计算过程中可⽤用
图 14-4 所示的相关系数矩阵计算特征
根及其对应的特征向量量。



主成分分析—基本步骤和过程
• 在 PRINCOMP 过程的输出结果中，会⾃自动按照给定的矩阵数据进⾏行行
特征根计算，结算结果如图 14-5 所示。 

• 图 14-5 所示结果⼀一共输出 4 列列结果，即特征根（Eigenvalue） 、相
邻两个特征根之间的差分（Difference） 、特征根值占所有特征根值
之和的⽐比例例（Proportion）和特征根累计⽐比例例（Cumulative） 。依据 
14.2.1 节的理理论分析，可知有多少个原始变量量就可以提取出多少个主
成分，因此图 14-5 所示的结果中可以输出 7 个特征根。 

• 可以依据特征根的贡献率来决定应当取多少个主成分⽐比较合适。 通常
情况下， 可参照特征根累计贡献率阈值 85%的标准来进⾏行行判定。在图 
14-5 中，第 1 个特征根的值占所有特征根值之和的⽐比例例亦称之为贡献
率）为 4.725/（4.725+1.234+0.449+0.306+0.214+0.061+0.011）
=0.6751；第 2 个特征根的贡献率为 0.1763；由图 14-5 所示结果的
最后⼀一列列可知，上述两个特征根的累积贡献率已经达到 0.8514， 说
明针对本例例的原始数据提取出两个主成分即可代表原始数据的⼤大部分
信息，⽽而且前两个特征根的贡献远远⼤大于其余特征根的贡献。因此，
根据累积特征根贡献率，本例例可考虑提取出两个主成分进⾏行行分析。



主成分分析—基本步骤和过程

• 上述分析过程还可以⽤用如图 14-6 所示的碎⽯石图
和带有⽅方差贡献率的碎⽯石图来描述。 

• 碎⽯石图可以形象的展现各特征根的⼤大⼩小及其贡
献， 图中横轴代表所计算出来的主成分特征根，
可以根据图中线条的倾斜程度来进⾏行行主成分个数
的选择（越平缓表示贡献越⼩小） 。



主成分分析—基本步骤和过程
• 除考查特征根外，主成分分析中还应当考
察如何提取主成分并计算主成分得分的问
题，即计算特征根对应的特征向量量，将其
作为原始变量量线性组合的系数。在 
PRINCOMP 过程输出结果中同样可输出特
征根对应的特征向量量结果，如图 14-7 所
示。

 



主成分分析—基本步骤和过程

 



主成分分析—基本步骤和过程

 



主成分分析—基本步骤和过程
• 本例例各样本的第⼀一、⼆二主成分及综合得分如表 14-1 所示。 
• 由表 14-1 所列列示的结果，可以分别对第⼀一、第⼆二主成分进
⾏行行分析，也可以对各地区的发展依据综合得分进⾏行行综合分析。

• 北北京、上海海等⼤大城市及沿海海地区等地，由于地理理位置优越及
改⾰革开放政策的优惠措施，⼈人才普遍⽐比较集中，其经济、教
育等⽅方⾯面的发展⽐比较好，⼈人⺠民⽣生活⽔水平也随之较⾼高，受教育
的程度也较⾼高，因此体现为这些地区的第⼀一主成分（即经济
⽣生活成分）排名靠前；⽽而对于⼆二主成分（即就业成分）⽽而⾔言，
反⽽而是经济发展相对落后的地区排名靠前，究其原因可能是
由于经济发展滞后，⼈人才竞争不不激烈烈、流动性不不⼤大等原因造
成的；从社会经济⽣生活发展的总体情况看，北北京、上海海、江
浙⼀一带总体发展状况相对较好，其综合得分也名列列前茅。 
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