
微专题 29 抽象函数及应用 13 种常考题型总结

题型 1 抽象函数的定义域问题

题型 2 抽象函数的值域问题

题型 3 求抽象函数的值

题型 4 求抽象函数的解析式

题型 5 抽象函数的奇偶性问题

题型 6 抽象函数的单调性问题

题型 7 抽象函数周期性问题

题型 8 抽象函数的对称性问题

题型 9 解抽象不等式

题型 10 抽象函数比较大小

题型 11 抽象函数的最值问题

题型 12 抽象函数的零点问题

题型 13 双函数混合型

1.抽象函数概念：我们把没有给出具体解析式的函数称为抽象函数，题目中往往只给出函数的特殊条件或特

征.

2.抽象函数定义域的确定

所谓抽象函数是指用 ( )f x 表示的函数，而没有具体解析式的函数类型，求抽象函数的定义域问题，关键是

注意对应法则。在同一对应法则的作用下，不论接受法则的对象是什么字母或代数式，其制约条件是一致

的，都在同一取值范围内。

抽象函数的定义域的求法

(1)若已知函数 f (x)的定义域为[a，b]，则复合函数 f (g(x))的定义域由 a≤g(x)≤b 求出．

(2)若已知函数 f (g(x))的定义域为[a，b]，则 f (x)的定义域为 g(x)在 x∈[a，b]时的值域．

注：求函数的定义域，一般是转化为解不等式或不等式组的问题，注意定义域是一个集合，其结果必须用

集合或区间来表示.

3.“赋值法”求抽象函数的值

赋值法就是根据题目的具体情况，合理、巧妙地对某些元素赋予确定的特殊值(0,1, -1 等),从而使问题获得简

捷有效的解决。

注：（1）第一层次赋值：常常令字母取 0，-1,1 等.

（2）第二层次赋值：若题中有条件 0f x = t（ ） ，则再令字母取 0x .
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（3）第三层次赋值：拆分赋值，根据抽象式子运算，把赋值数拆成某两个值对应的和与积（较多）或者差

与商（较少）. 

4.“赋值法”求抽象函数的解析式

赋值法求抽象函数的解析式，首先要对题 设中的有关参数进行赋值，再得到函数解析式的某种递推关系，

最后求得函数的解析式。

5.“赋值法”探究抽象函数的奇偶性

判断抽象函数的奇偶性的关键是得到 ( )f x 与 ( )f x 的关系，解题时要对有关变量进行赋值，使其最后只保

留 ( )f x 与 ( )f x 的关系。

注：证明抽象函数的奇偶性实质就是赋值，分析出赋值规律.

（1）可赋值，得到一些特殊点函数值，如 f（0），f（1）等，

（2）尝试适当的换元字母，构造出 x 和-x，如 f（x+y），可令 y= -x，f（xy），可令 y= -1 等等。

（3）通过各类抽象函数式子，来积累一定的赋值技巧。

6.判断抽象函数单调性的方法：

（1）凑：凑定义或凑已知,利用定义或已知条件得出结论；

（2）赋值：给变量赋值要根据条件与结论的关系.有时可能要进行多次尝试．

①若给出的是“和型”抽象函数    yxf ，判断符号时要变形为：

       111212 )( xfxxxfxfxf  或        221212 )( xxxfxfxfxf  ；

②若给出的是“积型”抽象函数   xyf ，判断符号时要变形为：

     1
1

2
112 xf

x
xxfxfxf 








 或       










2

1
2212 x

xxfxfxfxf ．

7.抽象函数周期性的常用结论（ a 是不为 0 的常数）

1、若     f x a f x ，则 T a ；

2、若      f x a f x a ，则 2T a ；

3、若      f x a f x ，则 2T a ；

4、若    
1

 f x a
f x

，则 2T a ；

5、若    
1

  f x a
f x

，则 2T a ；注：     aT
xf

kaxf 2 ；（ k 为常数）

6、若      f x a f x b ，则  T a b （ ¹a b）；



8.抽象函数的对称性

（1）轴对称：

①函数  y f x 关于直线 x a 对称   ( ) ( ) (2 ) ( ) (2 )f x a f a x f x f a x f x f a xÛ    Û   Û   

②函数  y f x 关于直线
2

a bx 
 对称   ( ) ( ) ( )f x a f b x f a x f x bÛ    Û    .

（2）中心对称：

①函数  y f x 关于点 ( ,0)a 对称   (2 ) ( ) ( )f x f a x f x a f a xÛ    Û     ；

②函数  y f x 关于点 ( , )a b 对称   ( ) ( ) (2 ) 2f x a f a x f x f a x bÛ    Û    

9.函数的奇偶性和对称性的关系：

（1）若  f x a 为奇函数，则  f x 关于 ( ,0)a 对称；

（2）若  f x a 为偶函数，则  f x 关于 x a 对称；

（3）若  f xw j 为奇函数，则  f x 关于 ( ,0)j 对称；

（4）若  f xw j 为偶函数，则  f x 关于 x j 对称.

10.抽象单调性与对称性（或奇偶性）结合解不等式问题

①  xf 在 R 上是奇函数，且  xf 单调递增 若解不等式     021  xfxf ，则有

021  xx ；

 xf 在 R 上是奇函数，且  xf 单调递减 若解不等式     021  xfxf ，则有

021  xx ；

②  xf 在 R 上是偶函数，且  xf 在  ,0 单调递增 若解不等式    21 xfxf  ，则有 21 xx  （不

变号加绝对值）；

 xf 在 R 上是偶函数，且  xf 在  ,0 单调递减 若解不等式    21 xfxf  ，则有 21 xx  （变号

加绝对值）；

③  xf 关于  ba, 对称，且  xf 单调递增 若解不等式     bxfxf 221  ，则有

axx 221  ；

 xf 关于  ba, 对称，且  xf 单调递减 若解不等式     bxfxf 221  ，则有



axx 221  ；

④  xf 关于 ax  对称，且  xf 在  ,a 单调递增 若解不等式    21 xfxf  ，则有 axax  21

（不变号加绝对值）；

 xf 关于 ax  对称，且  xf 在  ,a 单调递减 若解不等式    21 xfxf  ，则有 axax  21

（不变号加绝对值）；

11.抽象函数的模型

【反比例函数模型】

反比例函数：
( ) ( )( )

( ) ( )
f x f yf x y

f x f y
 


，则

(1)( ) ff x
x

 ， , ( ), ( ), ( ) 0x f x f y f x y   均不为

【一次函数模型】

模型 1：若 ( ) ( ) ( )f x y f x f y   ，则 ( ) (1)f x f x ；

模型 2：若 ( ) ( ) ( )f x y f x f y   ，则 ( )f x 为奇函数；

模型 3：若 ( ) ( ) ( ) ,f x y f x f y m    则  ( ) [ 1 ]f x f m x m   ；

模型 4：若 ( ) ( ) ( ) ,f x y f x f y m    则  ( ) [ 1 ]f x f m x m   ；

【指数函数模型】

模型 1：若 ( ) ( ) ( )f x y f x f y  ，则 ( ) [ (1)]xf x f ； ( ) 0f x 

模型 2：若
( )( )
( )

f xf x y
f y

  ，则 ( ) [ (1)]xf x f ； ( ) 0f x 

模型 3：若 ( ) ( ) ( )f x y f x f y m  ，则
 1

( )
x

f m
f x

m
   ；

模型 4：若
( )( )
( )

f xf x y m
f y

  ，则
 1

( )
x

f
f x m

m
 

  
 

；

【对数函数模型】



模型 1：若 ( ) ( )nf x nf x ，则    ( ) log 0 1, 0af x f a x a x  ¹ 且

模型 2：若 ( ) ( ) ( )f xy f x f y  ，则    ( ) log 0 1, , 0af x f a x a x y  ¹ 且

模型 3：若 ( ) ( ) ( )xf f x f y
y

  ，则    ( ) log 0 1, , 0af x f a x a x y  ¹ 且

模型 4：若 ( ) ( ) ( )f xy f x f y m   ，则    ( ) log 0 1, , 0af x f a m x m a x y     ¹   且

模型 5：若 ( ) ( ) ( )xf f x f y m
y

   ，则    ( ) log 0 1, , 0af x f a m x m a x y     ¹   且

【幂函数模型】

模型 1：若 ( ) ( ) ( )f xy f x f y ，则      log 0 1a xf x f a a  ¹且

模型 2：若
( )( )
( )

x f xf
y f y

 ，则       log 0 1, 0, 0a xf x f a a y f y  ¹ ¹ ¹且

代入  f a 则可化简为幂函数；

【余弦函数模型】

模型 1：若  ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0f x y f x y f x f y f x    不恒为 ，则 ( ) cosf x wx

模型 2：若  ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 0
2 2

x y x yf x f y f f f x 
  不恒为 ，则 ( ) cosf x wx

【正切函数模型】

模型：若  ( ) ( )( ) ( ) ( ) 1
1 ( ) ( )
f x f yf x y f x f y

f x f y


  ¹
 ，则 ( ) tanf x wx

模型 3：若  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0f x y f x y kf x f y f x    不恒为 ，则
2( ) cosf x wx
k



题型 1 抽象函数的定义域问题

【例 1】已知函数  y f x 的定义域是 1,3 ，则  2 1y f x  的定义域是（    ）



A． 0,2 B． 1,3 C． 0,4 D．
5 ,0
2

   

【答案】A

【分析】根据抽象函数定义域之间的关系即可得到结论.

【详解】因为函数  y f x 的定义域是 1,3 ，

所以 1 2 1 3x £  £ ，解得0 2x£ £ ，

故函数  2 1y f x  的定义域是 0,2 ．

故选：A.

【变式 1】已知函数 ( 2)f x  的定义域为 ( 1,3) ，则 ( )f x 的定义域为（    ）

A． ( 1,1) B． (1,5) C． ( 3,1) D． (0,2)

【答案】B

【分析】根据抽象函数定义域的对应特征分析求解.

【详解】对于函数 ( 2)f x  ：因为 ( 1,3)x Î  ，则 2 (1,5) Îx ，

所以 ( )f x 的定义域为 (1,5) .

故选：B.

【变式 2】已知函数  y f x 的定义域为 1,9 ，则函数  2y f x 的定义域为            ．

【答案】   3, 1 1,3  È

【分析】可根据相同对应关系括号内取值范围一样解出结果.

【详解】因为函数  y f x 的定义域为 1,9 ，

所以1 9x£ £ ，

又因为函数  2y f x ，

所以 21 9x£ £ ，即1 3x£ £ 或 3 1x £ £  ，

故答案为：   3, 1 1,3  È



【变式 3】已知函数  f x 的定义域为 1,3 ，则    22 9 1f x f x  的定义域为      .

【答案】
1 2,
2 3

   

【分析】根据题意列出    22 9 1f x f x  满足的不等式，即可求得答案.

【详解】由题意知函数  f x 的定义域为 1,3 ，

则    22 9 1f x f x  需满足 2

1 2 3
1 9 1 3

x
x

 £ £ì
í £  £î

，解得
1 2
2 3

x £ £ ，

即    22 9 1f x f x  的定义域为
1 2,
2 3

   
，

故答案为：
1 2,
2 3

   

【变式 4】函数  1f x  的定义域为 2,1 ，函数    
2 1
f x

g x
x




，则  g x 的定义域为（    ）

A．
1 ,0
2

   
B．

1 ,1
2

   
C． 2,1 D．

1 ,2
2

   

【答案】D

【分析】利用抽象函数定义域求法可得  f x 的定义域为 1,2 ，结合根式和分母要求即可求得结果.

【详解】根据题意可得函数  1f x  的定义域为 2,1 ，可知  1 1,2x  Î  ，

即  f x 的定义域为 1,2 ，

所以    
2 1
f x

g x
x




需满足
1 2

2 1 0
x

x
 £ £ì

í  î
，解得

1 2
2

x  £ ，

即  g x 的定义域为
1 ,2
2

   
.

故选：D

【变式 5】若函数  f x 的定义域是 2,5 ，则函数
 
2

2 3

2 3

f x
y

x x




 
的定义域是        .

【答案】  3,4

【分析】应用求解抽象函数的定义域的方法求出  2 3f x  的定义域，和 2 2 3 0x x   的解集，即可求解.

【详解】由题意得函数f(x)的定义域是 2,5 ，



令 2 3t x  ，所以 2 5t£ £ ，即 2 2 3 5x£  £ ，解得
5 4
2

x£ £ ，

由 2 2 3 0x x   ，解得 1x   或 3x  ，

所以函数
 
2

2 3

2 3

f x
y

x x




 
的定义域为  3,4 .

故答案为：  3,4 .

题型 2 抽象函数的值域问题

【例 2】已知函数 ( ) 1y f x  的值域为 (1,3)，则函数 2 ( )y f x  的值域为（    ）

A．  4,0 B． ( 6, 2)  C． (2,6) D． (0, 4)

【答案】A

【分析】根据已知求得  f x 的范围，即可得到  2 f x 的范围.

【详解】因为函数 ( ) 1y f x  的值域为 (1,3)，即1 ( ) 1 3f x   ，

所以0 ( ) 2f x  ，

所以 4 2 ( ) 0f x    ，即函数 2 ( )y f x  的值域为  4,0 .

故选：A

【变式 1】已知    2 1 1g x f x   ，且  g x 的定义域为  1,4 ，值域为 3,  ，设函数  f x 的定义域为

A ，值域为 B ，则 A B I （    ）

A．Æ B． 4, 7

C． 2,7 D．
52,
2

 
  

【答案】C

【分析】根据已知可推得  2 1y f x  的定义域与值域，然后即可得出 ,A B，根据交集的运算得出答案.

【详解】由已知  g x 的定义域为  1,4 ，值域为 3,  ，

可得  2 1y f x  的定义域为  1,4 ，值域为 2,  ，

所以1 4x £ ，



所以1 2 1 7x  £ ，所以  1,7A  ，  2,B   .

所以，      1,7 2, 2,7A B   I I .

故选:C.

【变式 2】已知函数  y f x 的定义域是R ，值域为 2,1 ，则下列函数的值域也为 2,1 的是（    ）

A．  2 5y f x  B．  2 5y f x 

C．  y f x  D．  y f x

【答案】B

【分析】结合题意逐个选项验证可得答案.

【详解】对于 A，由    2,1f x Î  可得，    2 5 1,7f x  Î ，故 A 错误；

对于 B，   52 5 2
2

y f x f x       
  

，  2 5y f x  的图象可看作由  f x 的图象经过平移和横向伸缩变换

得到，故值域不变，故 B 正确；

对于 C，    1,2y f x  Î  ，故 C 错误；

对于 D，    0,2y f x Î ，故 D 错误.

故选：B.

【变式 3】【多选】已知函数  f x 的定义域和值域均为 3,3 ，则（    ）

A．函数  2f x  的定义域为 1,5 B．函数
 3

1
f x
x 

的定义域为 1,1

C．函数  2f x  的值域为 3,3 D．函数  2f x 的值域为 6,6

【答案】ABC

【分析】根据抽象函数的定义域列不等式求解判断 AB；求出抽象函数的值域判断 CD.

【详解】函数  2f x  中的 x 需满足 3 2 3x £  £ ，解得 1 5x £ £ ，



故函数  2f x  的定义域为 1,5 ，故 A 正确；

函数
 3

1
f x
x 

中的 x 需满足
3 3 3,

1 0,
x

x
 £ £ì

í  ¹î
解得 1 <1x£ ，

故函数
 3

1
f x
x 

的定义域为 1,1 ，故 B 正确；

函数  2f x  和  2f x 的值域都为 3,3 ，故 C 正确，D 错误．

故选：ABC．

题型 3 求抽象函数的值

【例 3】已知函数  f x 满足   1 1
1

f x f x
x

    
，则  2f （    ）

A．
3
4

 B．
3
4

C．
3
2

D．
9
4

【答案】D

【分析】根据题意分别令 2x  、
1
2

x  和 1x   ，运算求解即可.

【详解】因为   1 1
1

f x f x
x

    
，

令 2x  ，可得    2 1 3f f   ；

令
1
2

x  ，可得  1 32
2 2

f f    
 

；

两式相加可得    1 91 2 2
2 2

f f f     
 

，

令 1x   ，可得   11 0
2

f f     
 

；

则   92 2
2

f  ，即   92
4

f  .

故选：D.

【变式 1】函数  f x 的定义域为R ，若      f x y f x f y   ，  8 3f = ，则  2f （    ）

A．1 B．
1
4

C．
3
4

D． 1
2

【答案】C

【解析】因为      f x y f x f y   ，  8 3f = ，

所以令 4x y  ，得    8 2 4f f ，得   34
2

f  ，



所以令 2x y  ，得    4 2 2f f ，得   32
4

f  .故选：C

【变式 2】已知  f x 是定义在R 上且不恒为零的函数，对于任意实数 ,a b满足       f ab af b bf a ，若

 3 2f  ，则   11
3

f f      
 

（    ）

A．
7
9

 B．
7
9

C．
2
9

D．
2
9



【答案】C

【解析】当 0a b= = 时，  0 0f  ，

当 1a b  时，    1 2 1f f ，可得  1 0f  ，

当 1a b   时，    1 2 1f f   ，可得  1 0f   ，

函数  f x 是定义在R 上且不恒为零的函数，

令 1,a b x   ，可得        1f x f x xf f x       ，则函数  f x 是奇函数，

令
13,
3

a b  ，    1 11 3 3 0
3 3

f f f    
 

,

得
1 2
3 9

f     
 

，所以
1 2
3 9

f    
 

，

所以   1 21
3 9

f f      
 

.故选：C .

【变式 3】已知函数  f x 满足       2f x y f x f y xy    ，若  1 1f  ，则  25f （    ）

A．25 B．125 C．625 D．15625

【答案】C

【分析】利用赋值法结合条件可得   2f n n 进而即得；或构造函数   2f x x 求解.

【详解】解法一：由题意取   , 1x n n y Î N ，可得

( 1) ( ) (1) 2f n f n f n   

     1 2 1 2 1 2f n f n n     



       2 3 1 2 2 2 1 2f n f n n n       

     1 1 2 1 2n f n     

     1 1 1n f n n   

即知         21 1 1 ,f n nf n n n n n n       则  25 625f  .

解法二：令     2g x f x x  ，则     2( )g x y f x y x y    

           2 2 22 ( )f x f y xy x y f x f y x y g x g y           ，

所以           21 1 1 1 1 0g n g n g ng n f        ，

即     2 0g n f n n   ，所以   2f n n ，则  25 625f  .

解法三：由       2f x y f x f y xy    可构造满足条件的函数   2f x x ，

可以快速得到  25 625f  .

故选：C.

【变式 4】【多选】已知函数 ( )f x 的定义域为R ，且       2f x y f x f y xy     ，则（    ）

A． (0) 0f 

B． (2) 4f 

C． ( ) 2y f x x  是奇函数

D．   22y f x x  是偶函数

【答案】ABD

【分析】根据已知的抽象函数性质，赋值（式）法求解即可.

【详解】令 0x y  ，则    0 2 0f f ，即  0 0f  . A 正确. 

令 0y  ，则    =f x f x . 

令 y x ，则     22 (0) 0f x f x x f     ，则   2f x x .

故  2 4f  . B 正确. 



  22 2y f x x x x    是非奇非偶函数. C 不正确. 

  2 22y f x x x    是偶函数. D 正确.

故选：ABD.

题型 4 求抽象函数的解析式

【例 4】已知函数  y f x 满足：对一切实数 a、b ，均有      2 1f a b f b a a b     成立，且

 1 0f  .求函数  y f x 的表达式.

【答案】 ( ) ( 1) 2f x x x   .

【分析】根据所给关系对于 ,a b合理赋值后求出 (0)f ，再令 0b  可得解.

【详解】由已知等式 ( ) ( ) ( 2 1)f a b f b a a b     ，

令 1a  ， 0b  ，得    1 0 2f f  ．

又  1 0f  ，所以  0 2f   ．

再令 0b  ，可得 ( ) (0) ( 1)f a f a a   ，即 ( ) ( 1) 2f a a a   ．

因此，函数  y f x 的表达式为 ( ) ( 1) 2f x x x   ．

【变式 1】已知函数  f x 满足    1 2f x f x   ，则  f x 的解析式可以是           .（写出满足条件的

一个解析式即可）

【答案】 ( ) 2f x x （答案不唯一）

【分析】利用待定系数法求解即可，若设 ( )f x ax ，然后代入化简求出 a即可.

【详解】若设 ( )f x ax ，则由    1 2f x f x   ，

得 ( 1) 2a x ax   ，解得 2a  ，

所以 ( ) 2f x x ，

故答案为： ( ) 2f x x （答案不唯一）



【变式 2】设  f x 是 R 上的函数，  0 1f  ，并且对于任意的实数 ,x y都有      2 1f x y f x y x    ，

求  f x .

【答案】   22 1f x x x  

【分析】利用赋值法可求  f x 的解析式.

【详解】由已知条件得  0 1f  ，又      2 1f x y f x y x    ，

设 y x  ，则      2 1f x x f x x x    ，∴   22 1f x x x   .

【变式 3】已知定义在R 上的函数  f x 满足 ,x y" Î R，        2 1 2 3f xy f x f y f y x      ，

 0 1f   ，则不等式   3 2xf x   的解集为（    ）

A．  1,  B．  1,  C．  ,1 D．  , 1 

【答案】A

【分析】先利用赋值法求 ( 1) 3f    及 ( ) 2 1f x x  ，然后利用单调性解不等式即可.

【详解】令 0x y  ，得 ( 1) (0) (0) (0) 3 3f f f f       .

令 0y  ，得 ( 1) ( ) (0)f f x f  (0)f  2 3x  ，解得 ( ) 2 1f x x  ，

则不等式 ( ) 3 2xf x   转化为 2 2 4 0xx    ，

因为 y  2 2 4xx   是增函数，且 12 1 2 4 0´    ，

所以不等式 ( ) 3 2xf x   的解集为 (1, ) .

故选：A

题型 5 抽象函数的奇偶性问题

【例 5】【多选】已知函数  f x 对任意 ,x y Î R 恒有       4 1f x y f x f y xy     ，且  1 1f  ，则（   ）



A．  0 1f   B．  f x 可能是偶函数

C．  2 8f  D．  f x 可能是奇函数

【答案】AB

【分析】根据条件，通过赋值法，对各个选项逐一分析判断即可得出结果.

【详解】对于选项 A，令 0x y  ，得      0 0 0 1f f f   ，则  0 1f   ，所以选项 A 正确；

令 y x  ，得       20 4 1f f x f x x     ，则     24 2f x f x x    ，

对于选项 B，若  f x 是偶函数，则     22 1f x f x x    ，所以选项 B 正确；

对于选项 D，若  f x 是奇函数，则    1 1 2 0f f   ¹ ，所以  f x 不可能是奇函数，所以选项 D 错误；

对于选项 C，令 1x y  ，得      2 1 1 4 1 7f f f     ，所以选项 C 错误；

故选：AB.

【变式 1】【多选】已知函数  f x 的定义域为 R ，  3f x  为偶函数，  2 1f x  为奇函数，则（    ）

A．  1 0f   B．    6f x f x   C．    2f x f x   D．  7 0f 

【答案】ABD

【解析】因为函数    2 1F x f x  为奇函数，所以    0 1 0F f   ，A 正确；

由  3f x  为偶函数，得    3 3f x f x    ，即    6f x f x   ，B 正确；

由  2 1f x  为奇函数，得    2 1 2 1f x f x     ，

所以    1 1f x f x     ，即    2f x f x    ，C 错误．

由上可知    6 2f x f x      ，则    4f x f x   ，则    8f x f x  ，

所以      7 1 8 1 0f f f      ，D 正确．故选：ABD

【变式 2】定义在R 上的函数  f x 是单调函数，满足  3 6f  ，且      f x y f x f y   ，  ,x y Î R .

(1)求  0f ，  1f ；

(2)判断  f x 的奇偶性，并证明；

【答案】(1)  0 0f  ，  1 2f  ；(2)奇函数，证明见解析；

【解析】（1）取 0x  ，得      0 0f y f f y   ，即      0f y f f y  ，



所以  0 0f  ，因为                3 1 2 1 2 1 1 1 3 1f f f f f f f f        ，

又  3 6f  ，得  3 1 6f  ，可得  1 2f  ；

（2）因为函数  f x 是定义在R 上的函数，定义域关于原点对称，

取 y x  ，得        0 0f f x x f x f x         ，移项得    f x f x   ，

所以函数  f x 是奇函数.

【变式 3】已知定义在R 上的函数  f x 满足           2f xy f x f y f x f y    ，    0 1f f ，且

  0f x  .

(1)求  1f  的值；

(2)判断  f x 的奇偶性，并证明.

【答案】(1)  1 2f   ；(2)  f x 为偶函数，证明见解析

【解析】（1）令 0x y  ，得      2
0 0 2 0 2f f f     ，

令 1x y  ，得      2
1 1 2 1 2f f f     ，

因为    0 1f f ，所以  0 1f  ，  1 2f  ，

令 1x y   ，得      2
1 1 2 1 2f f f       ，即    2

1 2 1f f     ，

因为   0f x  ，所以  1 0f   ，所以  1 2f   .

（2）  f x 为偶函数.

证明如下：令 1y   ，得          1 1 2f x f f x f f x       ，

由（1）得      2 2 2f x f x f x     ，

即    f x f x  ，又  f x 的定义域为R ，所以  f x 为偶函数.

【变式 4】【多选】已知函数 ( )f x 满足 ( ) ( ) ( ) | | | |f x f y f xy x y   ，则（    ）

A． (0) 1f  B． (1) 1f   C． ( )f x 是偶函数 D． ( )f x 是奇函数

【答案】AC

【分析】利用赋值法求得  0 1f  ，   1f x x  ，可判断各选项的正误。



【详解】令 0y  ，则      0 0f f x f x  ，

令 0x y  ，则    2
0 0f f    ，解得  0 0f  或  0 1f  ，

若  0 0f  ，则 0x  恒成立，不合题意，故  0 1f  ，A 选项正确；

 0 1f  ，则   1f x x  ,  1 2f   ，B 选项错误；

函数   1f x x  ，定义域为 R，    1 1f x x x f x       ，

 f x 为偶函数，C 正确，D 错误.

故选：AC

【变式 5】已知函数  f x 的定义域为 R，且对任意实数 x，y，都有     2
2 2

x y x yf x f y f f         
   

，

 1 1f   ，则（    ）

A．  0 0f  B．
1 1
2

f    
 

C．  f x 为奇函数 D．  f x 为偶函数

【答案】D

【分析】根据抽象函数的关系，利用赋值法结合函数奇偶性的定义进行判断即可.

【详解】令 1x y  ，则      2 1 2 1 0f f f ，  1 1f  Q ，  0 1f\  ，选项 A 错误；

令 1x  ， 0y  ，则     1 11 0 2
2 2

f f f f        
   

，即
2 12 1 1 0

2
f       

 
，则

1 0
2

f    
 

，选项 B 错误；

 0 1f Q ，  0f\ 不是奇函数，选项 C 错误；

令 y x  ，则        02 f ff x f x x  ，即      2f x f x xf  ，故    f x f x  ，  f x 为偶函数，

选项 D 正确；

故选：D．

题型 6 抽象函数的单调性问题

【例 6】已知函数 ( )f x 的定义域为 R，且对任意的 , Rx y Î 均有 ( ) ( ) ( )f x y f x f y   ，且对任意的 0x  ，

都有 ( ) 0f x  ，试判断函数 ( )f x 在定义域上的单调性.



【答案】 ( )f x 在定义域上单调递增

【解析】令 0x y  ，则      0 0 0f f f  ，解得  0 0f  ，

令 y x  ，则        0 0f x f x f x x f      ，

所以    f x f x   ，故  f x 在 R 上是奇函数.

任取 1 2, Rx x Î ，且 1 2x x ，令 2 1,x x y x   ，则      2 1 2 1f x f x f x x    ，

因为  f x 在 R 上是奇函数，所以    1 1f x f x   ，

所以      2 1 2 1f x f x f x x   ，因为当 0x  时，   0f x  ，

由 1 2x x ，所以 2 1 0x x  ，所以  2 1 0f x x  ，

所以      2 1 2 1 0f x f x f x x    ，即    2 1f x f x ，

所以  f x 在定义域上单调递增.

【变式 1】已知  f x 定义域为 R，对任意 ,x y Î R 都有 ( ) ( ) ( ) 2   f x y f x f y ，且当 0x  时， ( ) 2f x < .

试判断  f x 的单调性，并证明；

【答案】  f x 在R 上为减函数，证明见解析

【解析】任取 1 2,x x Î R ，且 1 2x x ，

因为        1 2 1 2 2 2f x f x f x x x f x     ， ( ) ( ) ( ) 2   f x y f x f y ，

所以          1 2 1 2 2 22f x f x f x x f x f x      ，故      1 2 1 2 2f x f x f x x    ，

因为 1 2x x ，所以 1 2 0x x  ，又因为当 0x  时， ( ) 2f x < ，所以  1 2 2f x x  ，

所以  1 2 2 0f x x   ，所以    1 2 0f x f x  ，即    1 2f x f x ，所以  f x 在R 上为减函数.

【变式 2】已知𝑓(𝑥)是定义在 R 上的函数，且对任意实数 ,x y，      2 2f x y f x f y   .

(1)若  1 2f   ，求
1
2

f  
 
 

，
2
3

f  
 
 

的值.

(2)若𝑥 > 0时恒有   0f x  ，试判断函数𝑓(𝑥)单调性，并说明理由.

【答案】(1)
1 1
2

f     
 

，
2 4
3 3

f     
 

4
3

 .

(2)f(x)为R 上的减函数，理由见解析.



【分析】（1）取 0x y＝ ＝ ，可得  0 0f ＝ ，取x = 0，
1
2

y  ，解得
1
2

f  
 
 

，取
2
3

x y  ，解得
2
3

f  
 
 

，即可

得出答案.

（2）由题意可知      2 2f x y f x f y   ，设 2 1x x＞ ，令 2 1

2
x xt 

 ，则 0t  ，作差    2 1f x f x ，进而可

得答案.

【详解】解：（1）取 0x y＝ ＝ ，则      0 0 2 0f f f＝ ，  0 0f  ，

取
10,
2

x y  ，则     11 0 2
2

f f f     
 

，
1 1
2

f     
 

，

取 0, 1x y＝ ＝ ，解得      0 2 0 2 1f f f   ,则  2 4f   ，

取
2
3

x y  ，则   2 22 2
3 3

f f f       
   

，解得
2 4
3 3

f     
 

，

（2）由题意可知      2 2f x y f x f y   ，

设 2 1x x＞ ，令 2 1

2
x xt 

 ，则 0t  ，

所以          2 1 1 12 2 0f x f x f x t f x f t   ＝ ＝ ，

所以    2 1f x f x ，

所以函数在 R 上为减函数.

【变式 3】已知函数  y f x 的定义域为 R，且对任意 ,a b Î R ，都有      f a b f a f b   ，且当 0x 

时，   0f x  恒成立．

(1)判定并证明函数  y f x 在 R 上的单调性；

(2)讨论函数  y f x 的奇偶性；

(3)若 2( 2) ( ) 0f x f x   ，求 x 的取值范围．

【答案】(1)单调递减，证明见解析

(2)奇函数，理由见解析

(3) 2x x   或 1x 

【分析】（1）利用函数单调性定义判断函数的单调性；
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