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0 0Δ ( Δ ) ( )y f x x f x   可以表示成

Δ Δ (Δ ), (1)y A x o x 

定义  设函数                                               如果增量0( ), ( ).y f x x U x 

可微, 并称           为  f  在点      处的微分, 记作ΔA x 0x
其中 A 是与       无关的常数,  则称函数 f  在点 0xΔ x

00
d Δ , d ( ) Δ . (2)x xx xy A x f x A x  或

一、可微性与全微分

1.可微性

回顾一元函数可微的定义：

§17.1   可微性
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定义 1 设函数 0( , ) ( )z f x y U P 在某邻域 内有定 

0 0 0( , ) ( , ) ( ),P x y x x y y U P    义.对于 若  f  在 

0P :z 可表示为的全增量　

0 0 0 0( , ) ( , )
( ),

z f x x y y f x y
A x B y o 

  

 

   

   (1)

0P 2 2 ,x y   其中A,B是仅与点 有关的常数, 

( )o  是 0P的高阶无穷小量, 则称  f   在点 可微.  

§17.1   可微性

二元函数可微的定义：
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o z A x B y
 


  

 


0 0

( )lim = lim 0.  

注1： ( )o  是 的高阶无穷小量是指

注2：判断函数可微性的方法：利用定义，证明上式
是否成立。

§17.1   可微性
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0 0 0d | d ( , ) .Pz f x y A x B y    (2)
0f P在为 的全微分, 记作 

称 (1) 式中关于 , 的线性表达式x y 

2.全微分

§17.1   可微性

A x B y 

| |, | |x y  z zd 由 (1), (2) 可见,当 充分小时, 
于是有近似公式: 

0 0 0 0( , ) ( , ) ( ) ( ).f x y f x y A x x B y y     (3)
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( , ) (0,0) ( , ) (0,0)
lim lim 0.

x y x y
 

    
 这里

,z A x B y x y         (4)

使用时经常用(1) 式等价形式： o ( )

§17.1   可微性

  0 ( , ) (0,0).x y  注3：
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解 f　在点 0 0( , )x y 处的全增量为

0 0 0 0 0 0( , ) ( ) ( )f x y x x y y x y     

0 0 .y x x y x y     

由于 | | | | | | 0 ( 0),x y x y  
  

   
   

0 0( ). ( , ) ,x y o f x y 因此 从而 在 可微 且

0 0d .f y x x y  

例1  考察 0 0( , ) ( , ) .f x y x y x y 在任一点 的可微性

§17.1   可微性
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由一元函数微分学知道: 若 0( ) ,f x x在 可微 则  

0 0( ) ( ) ( ),f x x f x A x o x   其中    0( ).A f x

( , )f x y 0 0( , )x y问题: 当二元函数 在点 可微时,   

(1) 式中的常数 A, B 应取怎样的值？  

解：在 (4) 式中先令 0 ( 0),y x f   这时得到 关

x于 的偏增量为

.x
x

zz A x x A
x

 
  


或   

二、偏导数

§17.1   可微性

1.偏导数的定义



上一页 下一页 返回 退出上一页首页

数学分析

x  0,现让 则

x
x x

z f x x y f x yA
x x 

 
  0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )lim lim .
 

 
 

  (5) 

容易看出, (5) 式右边的极限正是关于 x 的一元函数

f x y x x0 0( , ) .在 处的导数

类似地, (4) 0 ( 0),x y 在 式中令   又可得到

0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )lim lim ,y

y y

z f x y y f x yB
y y 

 
  

 
    (6)

它是关于 y 的一元函数 f x y y y0 0( , ) .在 处的导数

§17.1   可微性
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0 .x 的某邻域内有定义  则当极限  

存在时, 称此极限为 0 0( , )f x y在点 关于x 的偏导数,  

记作

x x
x y x y

f zf x y z x y
x x

0 0 0 0

0 0 0 0
( , ) ( , )

( , ) ( , ), , . 
 

或

0( , ), ( , ) , ( , )z f x y x y D f x y设函数 且 在 定义 2

0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )lim limx
x x

z f x x y f x y
x x 

 
  

 
 (7)

二元函数当固定其中一个自变量时,  它对另一个自 
变量的导数称为该函数的偏导数.

§17.1   可微性
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0 0 0 0
0 0

( , ) ( , )lim lim ,y

y y

z f x y y f x y
y y 

 
  

 
 (7)

记作 y y
x y x y

f zf x y z x y
y y

0 0 0 0

0 0 0 0
( , ) ( , )

( , ) ( , ) , , . 
 

或

0 0( , )f x y在点 关于 y 的偏导数:    

§17.1   可微性

0 0( , ) .在 导处的 数f x y x x

注4：                        关于x 的偏导数正是一元函数0 0( , )f x y在点

0 0( , ) .在 导处的 数f x y y y

                                 关于y 的偏导数正是一元函数0 0( , )f x y在点
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( , )z f x y ( , )x y 若函数  在区域 D 上每一点 都存在对 x  ( 或对y )  

的偏导数, 则得到 ( , )z f x y 在 D 上对 x (或对y) 的偏导函数  

 (也简称偏导数), 记作         
( , ) ( , )( , ) ( , ) ,x y

f x y f x yf x y f x y
x y

  
   

或 或

§17.1   可微性

, , , , .x x y y
f ff z f z
x y

  
   

也可简单地写作 或 或

2.偏导函数的定义
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注1: ,
x y
 
 

这里 是专用于偏导数的符号,与一元

d
dx

函数的导数符号 相仿,但又有区别.

0 0

0 0 0 0{( , ) | ,| - | }( {( , ) | ,
2

| - |
})

  



f x y x y f
x y y y x x x y x x y y



在点( , )存在关于 (或 )的注 ： 偏导数， 至少

在 或者

上有定义。

§17.1   可微性
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例2 3 2 3( , ) 2 (1,3)f x y x x y y求函数 在点 处关  

于 x 和关于 y 的偏导数.                                    

解  法1：先求  f  在点 (1, 3) 处关于 x 的偏导数. 

令 y  =  3,得到 3 2( ,3) 6 27,f x x x   求它在 x = 1 的导

数, 则得                    
2

11

d ( ,3)(1,3) (3 12 ) 15.
dx xx

f xf x x
x 



   

§17.1   可微性

3.例题
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3(1, ) 1 2 ,f y y y    求它在 y =　3 处的导数, 又得  

2
3

3

d (1, )(1,3) 2 3 25.
dy y

y

f yf y
y 


    

法2：先分别求出关于 x 和 y 的偏导函数:       
2

2 2

( , ) 3 4 ,

( , ) 2 3 .
x

y

f x y x x y

f x y x y

 

 

然后以 (x, y) = (1, 3) 代入, 可得同样结果.

§17.1   可微性

再求 f  在 (1, 3) 处关于 y 的偏导数. 为此令 x = 1, 得 
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例3 求函数  ( 0)yz x x  的偏导数.

解 把  yz x 依次看成幂函数和指数函数,  分别求得 

1 , ln .y yz zy x x x
x y

 
  

 

§17.1   可微性
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22 cos( e );zu y x y
y


  



2e cos( e ).z zu x y
z


   



把 z , x 看作常数, 得到                                   

把 x, y 看作常数, 得到                     

例4 求三元函数 2sin( e )zu x y   的偏导数.        

解  把 y 和 z 看作常数, 得到                        
2cos( e );zu x y

x


  


§17.1   可微性
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4.偏导数的几何意义 
( , )z f x y 的几何图象通常是三维空间中的曲面, 

设 0 0 0 0( , , )P x y z 为此曲面上一点, 其中 
 

0 0 0( , ) .z f x y 0 0 ,过点 作平面P y y

它与曲面相交得一曲线：

0: , ( , ).C y y z f x y 

偏导数 0 0( , )xf x y 的几何意义为:

 0 0( , ) tan .xf x y 正向所成倾角 的正切，即 


x y

z

O
0P

 图 17-1   

0y

( , )z f x y

C



xT

曲线 C 在点 P0 处的切线      对于 x 轴的斜率，即      与x 轴xT xT

§1   可微性
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可同样偏导数 0 0( , )yf x y 的几何意义为:  

0 0( , ) tan .yf x y 即 

对于y轴的斜率，即      与y 轴正向所成倾角   的正切， yT
yT1 0: , ( , )C x x z f x y 曲线 在点 P0 处的切线 

§17.1   可微性
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