
第一篇　瓶颈题突破之高考微切口——攻坚克难

微切口 1  极化恒等式与等和线的运用

研考题 聚焦切口

　极化恒等式解数量积问题

　已知 AB 是圆 O 的直径，AB 长为 2，C 是圆 O 上异于 A，B 的一点，P

是圆 O 所在平面上任意一点，则(PA
→
 

＋PB
→
 

)·PC
→
 

的最小值为(　　)

A． －
1
4
 B． －

1
3
 

C．－
1
2
 D． －1

　如图，在四边形 ABCD 中，∠B＝60°，AB＝3，BC＝6，且AD
→
 

＝λBC
→
 

，

AD
→
 

·AB
→
 

＝－
3
2
，则实数 λ 的值为________；若 M，N 是线段 BC 上的动点，且|MN

→
 

|＝

1，则DM
→
 

·DN
→
 

的最小值为________．

　等和线解基底系数和(差)问题

　(1) 给定两个长度为 1 的平面向量OA
→
 

和OB
→
 

，它们的夹角为
2π
3
，如图所

示，点 C 在以 O 为圆心的AB上运动，若OC
→
 

＝xOA
→
 

＋yOB
→
 

(x，y∈R)，则 x＋y 的最

大值是________．

(2) 如图，圆 O 是边长为 2 3的等边三角形 ABC 的内切圆，其与 BC 边相切

于点 D，点 M 为圆上任意一点，BM
→
 

＝xBA
→
 

＋yBD
→
 

(x，y∈R)，则 2x＋y 的最大值为

(　　)



A． 2 B． 3 

C．2 D． 2 2

　(1) 在扇形 OAB 中，∠AOB＝60°，C 为AB
→
 

上的一个动点，若OC
→
 

＝xOA
→
 

＋yOB
→
 

，则 3x＋y 的取值范围是________．

(2) 如图，四边形 OABC 是边长为 1 的正方形，点 D 在 OA 的延长线上，且 AD

＝1，点 P 是△BCD(含边界)的动点，设OP
→
 

＝λOC
→
 

＋μOD
→
 

，则 λ＋μ 的最大值为

________．

1. 极化恒等式：a·b＝
1
4
[(a＋b)2－(a－b)2]．

(1) 几何意义：向量的数量积可以表示为以这组向量为邻边的平行四边形的

“和对角线”与“差对角线”平方差的
1
4
.

(2) 在平行四边形 PMQN 中，O 是对角线交点，则：

①PM
→
 

·PN
→
 

＝
1
4
[|PQ
→
 

|2－|NM
→
 

|2](平行四边形模式)；

②PM
→
 

·PN
→
 

＝|PO
→
 

|2－
1
4
|NM
→
 

|2(三角形模式)．

2. 等和(高)线定理

(1) 由三点共线结论推导等和(高)线定理：如图，若OP
→
 

＝λOA
→
 

＋μOB
→
 

(λ，μ∈

R)，则 λ＋μ＝1.由△OAB 与△OA′B′相似，必存在一个常数 k，k∈R，使得OP′
→
 

＝kOP
→
 

，则OP′
→
 

＝kOP
→
 

＝kλOA
→
 

＋kμOB
→
 

，又OP′
→
 

＝xOA
→
 

＋yOB
→
 

(x，y∈R)，所以 x＋

y＝kλ＋kμ＝k；反之也成立．



(2) 平面内一组基底OA
→
 

，OB
→
 

及任一向量OP′
→
 

，OP′
→
 

＝λOA
→
 

＋μOB
→
 

(λ，μ∈R)，

若点 P′在直线 AB 上或在平行于 AB 的直线上，则 λ＋μ＝k(定值)；反之也成立，

我们把直线 AB 以及与直线 AB 平行的直线称为等和(高)线．

①当等和线恰为直线 AB 时，k＝1；

②当等和线在 O 点和直线 AB 之间时，k∈(0,1)；

③当直线 AB 在 O 点和等和线之间时，k∈(1，＋∞)；

④当等和线过 O 点时，k＝0；

⑤若两等和线关于 O 点对称，则定值 k 互为相反数；

⑥定值 k 的变化与等和线到 O 点的距离成正比．

固能力 触类旁通

一、 单项选择题

1. 在△ABC 中，M 为边 BC 上任意一点，N 为 AM 的中点，AN
→
 

＝λAB
→
 

＋μAC
→
 

，

则 λ＋μ 的值为(　　)

A． 
1
2
 B． 

1
3
 

C．
1
4
 D． 1

2.  若点 O 和点 F 分别为椭圆
x2

4
＋

y2

3
＝1 的中心和左焦点，点 P 为椭圆上的任

意一点，则OP
→
 

·FP
→
 

的最大值为(　　)

A． 2 B． 3 

C．6 D． 8

3. 如图，在四边形 MNPQ 中，若NO
→
 

＝OQ
→
 

，|OM
→
 

|＝6，|OP
→
 

|＝10，MN
→
 

·MQ
→
 

＝－

28，则NP
→
 

·QP
→
 

等于(　　)



A． 64 B． 42 

C．36 D． 28

4. 如图，△BCD 与△ABC 的面积之比为 2，点 P 是区域 ABCD 内任意一点(含

边界)，且AP
→
 

＝λAB
→
 

＋μAC
→
 

，则 λ＋μ 的取值范围为(　　)

A． [0,1] B． [0,2] 

C．[0,3] D． [0,4]

5. 给定两个长度为 1 的平面向量OA
→
 

和OB
→
 

，它们的夹角为 90°，如图所示，

点 C 在以 O 为圆心的圆弧 AB 上运动．若OC
→
 

＝xOA
→
 

＋yOB
→
 

，其中 x，y∈R，则 2x＋

3y 的最大值是(　　)

A． 13 B． 3 

C． 5 D． 5

6. 已知直线 AB 与抛物线 y2＝4x 交于点 A，B，M 为 AB 的中点，C 为抛物线

上一个动点，若抛物线上的点 C0 满足C0A
→
 

·C0B
→
 

＝min{CA
→
 

·CB
→
 

}，则下列结论一定成

立的是(　　)

A． C0M⊥AB B．  若 M(4,0)，则 C0 坐标为(2，

±2 2)

C． C0A⊥C0B D． C0M＝
1
2
AB

二、 填空题

7. 已知正三角形 ABC 内接于半径为 2 的圆 O，点 P 是圆 O



上的一个动点，则PA
→
 

·PB
→
 

的取值范围是________．

8. 若平面向量 a，b 满足|2a－b|≤3，则 a·b 的最小值为________．

9. 如图，已知点 P 为等边三角形 ABC 外接圆上一点，点 Q 是该三角形内切

圆上的一点，若AP
→
 

＝x1AB
→
 

＋y1AC
→
 

，AQ
→
 

＝x2AB
→
 

＋y2AC
→
 

，则|(2x1－x2)＋(2y1－y2)|的

最大值为________．

10. 如图，G 为△ADE 的重心，P 为△GDE 内任一点(包括边界)，B，C 均为

AD，AE 上的三等分点(靠近点 A)，AP
→
 

＝αAB
→
 

＋βAC
→
 

，则 α＋
1
2
β 的取值范围是

________．

微切口 2  立体几何中动点的轨迹问题

研考题 聚焦切口

　轨迹定性研究

　在正方体 ABCD－A1B1C1D1 的面 AB1 内有一点 P 到直线 AB 与到直线

B1C1的距离相等，则动点 P 所在曲线的形状为(　　)

A．  线段 B．  一段椭圆弧

C．  双曲线的一部分 D．  抛物线的一部分

【思维引导】

　(2021·宿迁中学)如图，在四棱锥 P－ABCD 中，侧面 PAD 为正三角形，

底面 ABCD 为正方形，侧面 PAD⊥底面 ABCD，M 为底面 ABCD



内的一个动点，且满足 MP＝MC，则点 M 在正方形 ABCD 内的轨迹为(　　)

            
A          B          C．        D

　轨迹定量研究

　(2021·重庆二模)如图，长方体 ABCD－A′B′C′D′中，AB＝BC＝ 2，

AA′＝ 3，上底面 A′B′C′D′的中心为 O′，当点 E 在线段 CC′上从 C 移

动到 C′时，点 O′在平面 BDE 上的射影 G 的轨迹长度为(　　)

A． 
2π
3

 B． 
3π
3

 

C．
π
3

 D． 
3π
6

【思维引导】

　在长方体 ABCD－A1B1C1D1 中，已知底面 ABCD 为正方形，P 为

A1D1的中点，AD＝2，AA1＝ 3，点 Q 为正方形 ABCD 所在平面内的一个动点，

且满足 QC＝ 2QP，则线段 BQ 的长度的最大值是________．

　(2021·永州二模)点 M 为正方体 ABCD－A1B1C1D1 的内切球 O 球面

上的动点，点 N 为 B1C1上一点，NC1＝2NB1，DM⊥BN，若球 O 的体积为 9 2π，

则动点 M 的轨迹的长度为________．



①空间几何体中的动点的轨迹类型有：线段、圆、圆锥曲线、球面等．

②空间几何体中的轨迹问题涉及求轨迹中的长度、面积与体积问题，这里一

般都需要先确定轨迹的形状，再进行求解．求轨迹时，要注意动点是在多面积的“棱

和表面”与在“直线和平面上”的不同．

固能力 触类旁通

一、 单项选择题

1. 已知正方体 ABCD－A1B1C1D1 的棱长为 1，在正方体的侧面 BCC1B1 上的

点 P 到点 A 距离为
2 3

3
的点的轨迹形成一条曲线，那么这条曲线的形状是(　　)

            
A            B             C．            D

2. (2021·洛阳二模)在棱长为 2 的正方体 ABCD－A1B1C1D1中，点 P 为正方体

ABCD－A1B1C1D1 表面上的一个动点，且总有 PC⊥BD1，则动点 P 的轨迹的长度

为(　　)

A． 6 2 B． 2 2 

C．3π D． 6π

3. (2021·揭阳一模)如图，已知直二面角 α－AB－β，P∈α，C∈β，D∈β，且 AD

⊥AB，BC⊥AB，AD＝5，BC＝10，AB＝6，∠APD＝∠CPB，则点 P 在平面 α 内的

轨迹是(　　)

A． 圆的一部分 B． 椭圆的一部分 

C．一条直线 D． 两条直线

4. 在棱长为 3 的正方体 ABCD－A1B1C1D1 中，E 是 AA1 的中点，P 是底面

ABCD 所在平面内一动点，设 PD1，PE 与底面 ABCD 所成的角分别为 θ1，θ2(θ1，



θ2均不为 0)，若 θ1＝θ2，则三棱锥 P－BB1C1体积的最小值是(　　)

A． 
9
2
 B． 

5
2
 

C．
3
2
 D． 

5
4

 (第 3 题)

　　　　　 (第 5 题)

二、 多项选择题

5. (2021·通州中学)已知在三棱锥 P－ABC 中，O 为 AB 中点，PO⊥平面 ABC，∠

APB＝90°，PA＝PB＝2，下列说法中正确的是(　　)

A． 若 O 为△ABC 的外心，则 PC＝2

B． 若△ABC 为等边三角形，则 AP⊥BC

C． 当∠ACB＝90°时，PC 与平面 PAB 所成角的范围为(0，
π
4]

D． 当 PC＝4 时，M 为平面 PBC 内动点，若 OM∥平面 PAC，则点 M 在△PBC

内的轨迹长度为 2

6. (2021·青岛调研)如图，ABCD－A1B1C1D1是棱长为 2 的正方体，M 为 B1C1

的中点，下列命题中正确的有(　　) 

A． AB1与 BC1成 60°角

B． 若CN
→
 

＝
1
3
NC1
→
 

，平面 A1MN 交 CD 于点 E，则 CE＝
1
3

C． 若 P 点在正方形 ABB1A1 边界及内部运动，且 MP⊥DB1，则 P



点的轨迹长等于 2

D． 若 E，F 分别在 DB1，A1C1上，且
DE
EB1

＝
A1F
FC1

＝2，直线 EF 与 AD1，A1D

所成角分别是 α，β，则 α＋β＝
π
2
　

三、 填空题

7. 如图，在圆柱的轴截面 ABCD 中，AB＝4，BC＝2，O1，O2分别为圆柱上、

下底面的中心，M 为 O1O2的中点，动点 P 在圆柱下底面内(包括圆周)．若 AM⊥MP，

则点 P 形成的轨迹的长度为________．

8. 如图，在棱长为 2 的正方体 ABCD－A1B1C1D1中，点 M 是 AD 中点，动点

P 在底面 ABCD 内(不包括边界)，使四面体 A1－BMP 的体积为
2
3
，则 C1P 的最小

值是________．

9. (2021·宜昌调研)在直四棱柱 ABCD－A1B1C1D1 中，侧棱长为 6，底面是边

长为 8 的菱形，且∠ABC＝120°，点 E 在边 BC 上，且满足 BE＝3EC，动点 M 在

该四棱柱的表面上运动，并且总保持 ME⊥BD1，则动点 M 的轨迹围成的图形的面

积为________．

微切口 3  指、对数函数的切线放缩的运用

【追本溯源】如图，y＝x＋1 是 y＝ex在(0,1)处的切线，有 ex≥x＋1 恒成立；

y＝x－1 是 y＝lnx 在(1,0)处的切线，有 lnx≤x－1 恒成立．



在不等式“改造”或证明的过程中，有时借助于 ex，lnx 有关的常用不等式进

行适当地放缩，再进行证明，会取得意想不到的效果．

研考题 聚焦切口

　指数切线放缩

　求证：当 x>0 时，不等式 2ex－
5
2
－lnx＋

1
x
>0 恒成立．

【思维引导】

　已知函数 f(x)＝lnx－a2x2＋ax.

(1) 试讨论 f(x)的单调性；

(2) 若 a＝1，求证：当 x>0 时，f(x)<e2x－x2－2.

　对数切线放缩

　已知函数 f(x)＝lnx－x＋1.

(1) 讨论 f(x)的单调性；

(2) 求证：当 x∈(1，＋∞)时，1<
x－1
lnx

<x；

(3) 设 c>1，求证：当 x∈(0,1)时，1＋(c－1)x>cx.

【思维引导】

　已知函数 f(x)＝aex－lnx－1.

(1) 设 x＝2 是 f(x)的极值点，求 a 的值并求 f(x)的单调区间；



(2) 求证：当 a≥
1
e
时，f(x)≥0.

由 ex≥x＋1 引出的放缩：

①ex－1≥x(用 x－1 替换 x，切点横坐标是 x＝1)，通常表达为 ex≥ex.

②ex＋a≥x＋a＋1(用 x＋a 替换 x，切点横坐标是 x＝－a)，平移模型，找到切

点是关键．

③xex≥x＋lnx＋1(用 x＋lnx 替换 x，切点横坐标满足 x＋lnx＝0)，常见的指对

跨阶改头换面模型，切线的方程是按照指数函数给予的．

④ex≥
e2

4
x2>x2(x>0)(用

x
2
替换x，切点横坐标是x＝2)，通常有 e

x
n
≥e·

x
n
(x>0)的

构造模型．

由 lnx≤x－1(也可以记为 lnex≤x，切点为(1,0))引出的放缩：

最常见的就是 ln(x＋1)≤x，由 lnx<x－1 向左平移 1 个单位长度来理解，或者

将 ex≥x＋1 两边取对数而来．

①lnx≤
x
e(用

x
e
替换x，切点横坐标是x＝e)，表示过原点的 f(x)＝lnx 的切线为 y

＝
x
e
.

②lnx≥1－
1
x(用

1
x
替换x，切点横坐标x＝1)，或者记为 xlnx≥x－1.

③lnx≤x2－x(由 lnx≤x－1 及 x－1≤x2－x，切点横坐标是 x＝1)，或者记为

lnx
x
≤x－1.

④lnx≤
1
2
(x2－1)(由lnx ≤ x－1 ≤

1
2x2－1)，即在点(1,0)处三曲线相切．

固能力 触类旁通

1. 已知函数 f(x)＝ex－ln(x＋2)，求证：f(x)>0.

2. 已知函数 f(x)＝x－1－alnx.

(1) 若 f(x)≥0，求 a 的值；

(2) 设 m 为整数，且对于任意正整数 n，(1＋
1
2)(1＋

1
22)·…·(1＋

1
2n)＜m，求 m



的最小值．

3. 已知函数 f(x)＝ln(1＋x)．

(1) 求证：当 x∈(0，＋∞)时，
x

1＋x
<f(x)<x；

(2) 已 知 e 为 自 然 对 数 的 底 数 ， 求 证 ： ∀ n ∈ N* ，

e<(1＋
1
n2)(1＋

2
n2)·…·(1＋

n
n2)<e.

4. 已知函数 f(x)＝ex－aln(x－1)(其中常数 e＝2.718 28…，是自然对数的底

数)．

(1) 若 a∈R，求函数 f(x)的极值点的个数；

(2) 若函数 f(x)在区间(1,1＋e－a)上不单调，求证：
1
a
＋

1
a＋1

>a.

微切口 4  极值点偏移问题

【追本溯源】1. 已知函数 f(x)图象顶点的横坐标就是极值点 x0，若 f(x)＝c 的

两根的中点刚好满足
x1＋x2

2
＝x0，即极值点在两根的正中间，也就是说极值点没有

偏移，此时函数 f(x)在 x＝x0两侧，函数值变化快慢相同，如图(1)所示．

2. 若
x1＋x2

2
≠x0，则极值点偏移，此时函数 f(x)在 x＝x0 两侧，函数值变化快

慢不同，如图(2)(3)所示．

 图(1)

(无偏移，左右对称，二次函数)若 f(x1)＝f(x2)，则 x1＋x2＝2x0

 图(2)

(左陡右缓，极值点向左偏移)若 f(x1)＝f(x2)，则 x1＋x2>2x0



 图(3)

(左缓右陡，极值点向右偏移)若 f(x1)＝f(x2)，则 x1＋x2<2x0

研考题 聚焦切口

　对称变换 (基本解法之对称化构造)

　已知函数 f(x)＝xe－x(x∈R)．

(1) 求函数 f(x)的单调区间和极值；

(2) 若 x1≠x2，且 f(x1)＝f(x2)，求证：x1＋x2>2.

【思维引导】

　消参减元(含参函数问题可考虑先消去参数)

　已知函数 f(x)＝lnx－ax，a 为常数，若函数 f(x)有两个零点 x1，x2，求证：

x1·x2>e2.

【思维引导】

　比(差)值换元

　已知 f(x)＝xlnx－
1
2
mx2－x，x∈R.

(1) 当 m＝－2 时，求函数 f(x)的所有零点；

(2) 若 f(x)有两个极值点 x1，x2，且 x1＜x2，求证：x1x2＞e2(e 为自然对数的底

数)．

【思维引导】



1. 对称变换，主要用来解决与两个极值点之和、积相关的不等式的证明问

题．其解题要点如下：

(1) 定函数(极值点为 x0)，即利用导函数符号的变化判断函数的单调性，进而

确定函数的极值点 x0.

(2) 构造函数，即根据极值点构造对称函数 F(x)＝f(x)－f(2x0－x)，若证 x1x2＞

x20 ，则令 F(x)＝f(x)－f(x20

x ).

(3) 判断单调性，即利用导数讨论 F(x)的单调性．

(4) 比较大小，即判断函数 F(x)在某段区间上的正负，并得出 f(x)与 f(2x0－x)

的大小关系．

(5) 转化，即利用函数 f(x)的单调性，将 f(x)与 f(2x0－x)的大小关系转化为 x

与 2x0－x 之间的关系，进而得到所证或所求．

2. 消参减元的主要目的就是减元，进而建立与所求解问题相关的函数．

3. 比(差)值换元的目的也是消参、减元，就是根据已知条件首先建立极值点

之间的关系，然后利用两个极值点之比(差)作为变量，从而实现消参、减元的目

的．设法用比值或差值(一般用 t 表示)表示两个极值点，继而将所求解问题转化为

关于 t 的函数问题．

固能力 触类旁通

1. 已知函数 f(x)＝
2
x
＋lnx，若 x1≠x2，且 f(x1)＝f(x2)，求证：x1＋x2>4.

2. 已知函数 f(x)＝(x－2)ex＋a(x－1)2有两个零点．

(1) 求 a 的取值范围；

(2) 设 x1，x2是 f(x)的两个零点，求证：x1＋x2<2.

3. 已知函数 f(x)＝lnx－ax2，其中 a∈R.

(1) 若函数 f(x)有两个零点，求 a 的取值范围；

(2) 若函数 f(x)有极大值为－
1
2
，且方程 f(x)＝m 的两个根为 x1，x2，且 x1<x2



，求证：x1＋x2>4a.

4. 已知函数 f(x)＝
alnx

x
＋b(a，b∈R)的图象在点(1，f(1))处的切线方程为 y＝x－

1.

(1) 求实数 a，b 的值及函数 f(x)的单调区间；

(2) 当 f(x1)＝f(x2)(x1≠x2)时，比较 x1＋x2与 2e(e 为自然对数的底数)的大小．

微切口 5  导函数的隐零点问题

研考题 聚焦切口

　求参数的最值或范围

　(2021·唐山三模)已知函数 f(x)＝aex－bx.

(1) 当 a＝1 时，求 f(x)的极值；

(2) 当 a≥1 时，f(x)≥lnx＋
4
5
，求整数 b 的最大值．

【思维引导】

　已知函数 f(x)＝(
1
2
x2＋x)ln x＋ax2(a∈R)，曲线 y＝f(x)在 x＝1 处的切线

与直线 x＋2y－1＝0 垂直．

(1) 求 a 的值，并求 f(x)的单调区间；

(2) 若 λ 是整数，当 x＞0 时，总有 f(x)－(3＋λ)x－λ>
1
2
x2ln x＋

1
4
x2，求 λ 的最大

值．

　不等式的证明

　(2021·西安一模)已知函数 f(x)＝2x＋ln(2x－1)．

(1) 求 f(x)在 x＝1 处的切线方程；

(2) 求证：f(x)≤(2x－1)e2x－1(e 为自然对数的底数)．

【思维引导】



导函数的零点能否求精确解可以分为两类：一类是数值上能精确求解的，称

之为“显零点”；另一类是能够判断其存在但无法直接表示的，称之为“隐零

点”．隐零点可设为 x0，再利用导函数的单调性确定 x0所在区间，最后根据 f′(x0)

＝0，研究 f(x0)，注意若 f(x)中含有参数 a，关系式 f′(x0)＝0 是关于 x0，a 的关系

式，确定 x0的合适范围，往往和 a 的范围有关．

固能力 触类旁通

1. 已知函数 f(x)＝(x－1)ex－ax 的图象在 x＝0 处的切线方程是 x＋y＋b＝0.

(1) 求 a，b 的值；

(2) 求证：函数 f(x)有唯一的极值点 x0，且 f(x0)>－
3
2
.

2.  已知 f(x)＝xlnx.

(1) 求 f(x)的最小值；

(2) 若 f(x)≥kx－2(k＋1)(k∈Z)对任意 x>2 都成立，求整数 k 的最大值．

3.  (2021·洛阳三模)已知函数 f(x)＝(x－a)ex(a∈R)．

(1) 讨论 f(x)的单调性；

(2) 当 a＝2 时，设函数 g(x)＝f(x)＋lnx－x－b，b∈Z，若 g(x)≤0 对任意的 x∈

(
1
3
，1)恒成立，求 b 的最小值．

4. (2021·莆田二模节选)已知函数 f(x)＝lnx－x，g(x)＝x＋
a
x
，且函数 f(x)与 g(x)

有相同的极值点．

(1) 求实数 a 的值；

(2) 求证：f(x)＋g(x)<
ex＋cosx

x
.

微切口 6  指、对跨阶同构的运用

研考题 聚焦切口

　构造函数 f(x)＝x＋ex或 f(x)＝x＋lnx

　(1) 已知函数 f(x)＝aex－1－lnx＋lna，若 f(x)≥1，求 a 的取值范围．

【思维引导】



(2) (2021·汕头一模)设实数 m>0，若对任意的 x∈(1，＋∞)，不等式 emx－
lnx
m
≥0

成立，则实数 m 的取值范围是(　　)

A． [1，＋∞) B． [
1
2
，＋∞) 

C．[e，＋∞) D． [
1
e
，＋∞)

　构造函数 f(x)＝xex或 f(x)＝xlnx

　(1) 已知 a<0，若不等式 xa＋1·ex＋alnx≥0 对任意的实数 x>1 恒成立，则

实数 a 的最小值是(　　)

A． －
1
2e

 B． －2e 

C．－
1
e
 D． －e

【思维引导】

(2)对于任意的 x>0，若不等式 ax>logax(a>0,且 a≠1)恒成立，则 a 的取值范围

是             .

【思维引导】

①为了实现不等式两边“结构”相同的目的，需时时对指对式进行“改头换

面”，常用的方法有：x＝eln x，xex＝eln x＋x，x2ex＝e2ln x＋x，
ex

x
＝e－ln x＋x，ln x＋ln a＝

ln ax，ln x－1＝ln
x
e
，有时也需要对两边同时加、乘某式等．

②xln x 与 xex为常见同构式：xln x＝ln xeln x，xex＝eln xex；

x＋ln x 与 x＋ex为常见同构式：x＋ln x＝ln x＋eln x，x＋ex＝eln x＋ex.

固能力 触类旁通



一、 单项选择题

1. 已知 x0是方程 2x2e2x＋ln x＝0 的实根，则关于实数 x0的判断正确的是(　　)

A． x0≥ln 2 B． x0≤
1
e
 

C．2x0＋ln x0＝0 D． 2ex0＋ln x0＝0

2.  设实数 m>0，若对任意的 x≥e，不等式 x2lnx－me
m

x
 

≥0 恒成立，则 m 的

最大值是(　　)

A．  
1
e
 B．  

e
3
 

C． e D．  2e

3. 若不等式
ex－1

x
≥x－lnx＋a 对 x∈(0，＋∞)恒成立，则 a 的最大值为(　　)

A． 1 B． 
1
e
 

C．0 D． －e

4.  已知函数 f(x)＝
ax

ex－1
＋x－ln(ax)－2(a>0)，若函数 f(x)在区间(0，＋∞)内存

在零点，则实数 a 的取值范围为(　　)

A． (0,1] B． [1，＋∞) 

C．(0，e] D． [3，＋∞)

二、 填空题

5.  若关于 x 的不等式 xex＋1≥klnx＋k(x＋1)对任意 x>0(其中 k>0)恒成立，则 k

的取值范围是________．

6.  若关于 x 的不等式 x2e3x≥(k＋3)x＋2lnx＋1 对任意 x>0 恒成立，则 k 的取

值范围是________．

7. 已知函数 f(x)＝ex－aln(ax－a)＋a(a>0)，若 f(x)＞0，则实数 a 的取值范围

为________．

8. 若不等式 x＋alnx＋
1
ex
≥xa 对 x∈(1，＋∞)恒成立，则实数 a 的最小值是

________．



9.  若对于任意实数 x>0，不等式 2ae2x－lnx＋lna≥0 恒成立，则 a 的取值范

围是________．

10. 已知函数 f(x)＝ex－alnx(其中 a 为参数)，若对任意 x∈(0，＋∞)，不等式

f(x)>alna 恒成立，则正实数 a 的取值范围是________．

微切口 7  抛物线中的阿基米德三角形探究

【追本溯源】圆锥的弦与过弦的端点的两条切线所围成的三角形叫做阿基米

德三角形．

研考题 聚焦切口

　顶点在定直线上的阿基米德三角形

　(2021·汕头模拟)已知抛物线 D：x2＝4y，过 x 轴上一点 E(不同于原点)

的直线 l 与抛物线 D 交于两点 A(x1，y1)，B(x2，y2)，与 y 轴交于 C 点．

(1) 若EA
→
 

＝λ1EC
→
 

，EB
→
 

＝λ2EC
→
 

，求乘积 λ1·λ2的值；

(2) 若 E(4,0)，过 A，B 分别作抛物线 D 的切线，两切线交于点 M，证明：

点 M 在定直线上，并求此定直线方程．

【思维引导】

　如图，设抛物线方程为 x2＝2py(p>0)，M 为直线 y＝－2p 上任意一点，

过点 M 引抛物线的切线，切点分别为 A，B．

(1) 求证：A，B，M 三点的横坐标成等差数列；

(2) 当点 M 的坐标为(2，－2p)时，AB＝4 10，求此时抛物线的方程．

　一边过焦点的阿基米德三角形



　已知抛物线 C：x2＝2py(p>0)和定点 M(0,1)，设过点 M 的动直线交抛物

线 C 于 A，B 两点，抛物线 C 在 A，B 处的切线的交点为 N.

(1) 若 N 在以 AB 为直径的圆上，求 p 的值；

(2) 若△ABN 的面积的最小值为 4，求抛物线 C 的方程．

【思维引导】

(1) 过抛物线上的点作切线的方程：

①过抛物线 y2＝2px 上一点 M(x0，y0)的切线方程为 y0y＝p(x＋x0)；

②过抛物线 y2＝－2px 上一点 M(x0，y0)的切线方程为 y0y＝－p(x＋x0)．

③过抛物线 x2＝2py 上一点 M(x0，y0)的切线方程为 x0x＝p(y＋y0)；

④过抛物线 x2＝－2py 上一点 M(x0，y0)的切线方程为 x0x＝－p(y＋y0)．

(2) 阿基米德三角形有以下常用性质：

①阿基米德三角形底边上的中线平行于抛物线的轴；

②若直线 l 与抛物线没有公共点，以 l 上的点为顶点的阿基米德三角形的底

边过定点；

③底边为 a 的阿基米德三角形的面积最大值为
a3

8p
；

④若阿基米德三角形的底边过焦点，顶点 Q 的轨迹为准线，且阿基米德三角

形的面积最小值为 p2；

⑤在阿基米德三角形中，∠QFA＝∠QFB(Q 是切线的交点，A，B 为切点)．

固能力 触类旁通

1. 如图，设抛物线 C：y＝x2的焦点为 F，动点 P 在直线 l：x－y－2＝0 上运

动，过 P 作抛物线 C 的两条切线 PA，PB，且与抛物线 C 分别相切于 A，B 两

点．求证：∠PFA＝∠PFB．



2. 已知曲线 C：y＝
x2

2
，D 为直线 y＝－

1
2
上的动点，过点 D 作 C 的两条切线，

切点分别为 A，B．

(1) 求证：直线 AB 过定点；

(2) 若以 E (0，
5
2)为圆心的圆与直线 AB 相切，且切点为线段 AB 的中点，求

四边形 ADBE 的面积．

3. 如图，在平面直角坐标系 xOy 中，过 y 轴正方向上一点 C(0，c)任作一直

线，与抛物线 y＝x2相交于 A，B 两点，一条垂直于 x 轴的直线，分别与线段 AB

和直线 l：y＝－c 交于 P，Q.

(1) 若OA
→
 

·OB
→
 

＝2，求 c 的值；

(2) 若 P 为线段 AB 的中点，求证：QA 为此抛物线的切线；

(3) 试问(2)的逆命题是否成立？说明理由．

4. 已知抛物线 x2＝4y 的焦点为 F，A，B 是抛物线上的两动点，且AF
→
 

＝

λFB
→
 

(λ>0)，过 A，B 两点分别作抛物线的切线，设其交点为 M.

(1) 求证：FM
→
 

·AB
→
 

为定值；

(2) 设△ABM 的面积为 S，写出 S＝f(λ)的表达式，并求 S 的最小值．



微切口 8  圆锥曲线与圆的复合研究

研考题 聚焦切口

　圆锥曲线与圆构成复合图形

　(2021·马鞍山二模)已知圆 O：x2＋y2＝5，椭圆 Γ：
x2

a2
＋

y2

b2
＝1(a>b>0)的

左、右焦点分别为 F1，F2，过点 F1且垂直于 x 轴的直线被椭圆和圆所截得弦长分

别为 1 和 2 2.

(1) 求椭圆的标准方程；

(2) 如图，P 为圆上任意一点，过 P 分别作椭圆两条切线切椭圆于 A，B 两

点．

①若直线 PA 的斜率为 2，求直线 PB 的斜率；

②作 PQ⊥AB 于点 Q，求证：QF1＋QF2是定值．

【思维引导】

　圆锥曲线中的外接圆与内切圆

　(2021·张家口一模)已知双曲线 C：
x2

a2
－

y2

b2
＝1(a>0，b>0)上一动点 P，左、

右焦点分别为 F1，F2，且 F2(2,0)，定直线 l：x＝
3
2
，PM⊥l，点 M 在直线 l 上，且

满足
PM
PF2

＝
3

2
.

(1) 求双曲线的标准方程；

(2) 若直线 l0的斜率 k＝1，l0 过双曲线右焦点且与双曲线右支交于 A，B



两点，求△ABF1的外接圆方程．

【思维引导】

　圆锥曲线上的四点共圆问题

　已知直线 l：y＝x＋m 交抛物线 C：y2＝4x 于 A，B 两点．

(1) 设直线 l 与 x 轴的交点为 T，若AT
→
 

＝2TB
→
 

，求实数 m 的值；

(2) 若点 M，N 在抛物线 C 上，且关于直线 l 对称，求证：A，B，M，N 四点

共圆．

【思维引导】

曲线上四点共圆问题的处理方法：①某点到四个点的距离相等；②利用四点

共圆的充要条件：

定理：若两条直线 y＝kix＋bi(i＝1,2)与曲线 ax2＋by2＋cx＋dy＋c＝0(a≠b)有

四个交点，则四个交点共圆的充要条件是 k1＋k2＝0.

证明：两直线组成的曲线方程为(k1x－y＋b1)(k2x－y＋b2)＝0，则过四个交点

的曲线方程可设为(k1x－y＋b1)(k2x－y＋b2)＋λ(ax2＋by2＋cx＋dy＋c)＝0　①.

必要性：若四点共圆，则方程①表示圆，那么①式左边展开式中 xy 项的系数

为零，即有 k1＋k2＝0.

充分性：当 k1＋k2＝0 时，令①式左边展开式中 x2，y2项的系数相等，得 k1k2

＋λa＝1＋λb，联立解得 k2＝－k1，λ＝
1＋k21

a－b
，将其代入①，整理得 x2＋y2＋c′x＋

d′y＋e′＝0　②.

方程②的几何意义是如下三种情形之一：表示一个圆、表示一个点、无轨

迹．由题设知四个交点在方程②所表示的曲线上，故方程②表示圆．

固能力 触类旁通



1. 已知椭圆
x2

a2
＋

y2

b2
＝1(a＞b＞0)的一个顶点为 A(0，－3)，右焦点为 F，且 OA

＝OF，其中 O 为坐标原点．

(1) 求椭圆的方程；

(2) 已知点 C 满足 3OC
→
 

＝OF
→
 

，点 B 在椭圆上(B 异于椭圆的顶点)，直线 AB 与

以 C 为圆心的圆相切于点 P，且 P 为线段 AB 的中点，求直线 AB 的方程．

2. (2021·嘉兴测试)已知椭圆 C：
x2

a2
＋

y2

b2
＝1(a>b>0)的左、右焦点分别为 F1(－

2,0)，F2(2,0)，且过点 A(2， 2)．

(1) 求椭圆 C 的标准方程；

(2) 过原点 O 作两条相互垂直的直线 l1，l2，l1 与椭圆交于 M，N 两点，l2 与

椭圆交于 P，Q 两点，求证：四边形 MQNP 的内切圆半径 r 为定值．

3. 已知 O 为坐标原点，F 为椭圆 C：x2＋
y2

2
＝1 在 y 轴正半轴上的焦点，过 F

且斜率为－ 2的直线 l 与 C 交于 A，B 两点，点 P 满足OA
→
 

＋OB
→
 

＋OP
→
 

＝0.

(1) 求证：点 P 在 C 上；

(2) 设点 P 关于点 O 的对称点为 Q，求证：A，P，B，Q 四点在同一圆上．

4. 如图，在平面直角坐标系 xOy 中，过原点的直线 l：y＝k1x(k1>0)交抛物线

C：y2＝2x 于点 P(异于原点 O)，抛物线 C 上点 P 处的切线交 y 轴于点 M，设线

段 OP 的中点为 N，连接 MN 交抛物线 C 于点 T.



(1) 求
TM
MN

的值；

(2) 过点 P 作圆 O′：(x－1)2＋y2＝1 的切线交 C 于另一点 Q，设直线 OQ 的

斜率为 k2，求证：|k1－k2|为定值．

第二篇　考前大排查之基础回归练——安心定志

第 1 练　复习性价比最高的几个问题——集合、简易逻

辑、复数

查方法 明晰思路

交、并、补 数轴和韦恩图是进行交、并、补运算的有力工具

集合运算
子集

若一个集合中有 n 个元素，则该集合的子集的个数

为 2n

充要条件
若 p 对应集合 A，q 对应集合 B，则 p⇒q 等价于 A

⊆B，p⇔q 等价于 A＝B
简易逻辑

存在量词命题与

全称量词命题
若 p 为假命题，则 p 为真命题

加减法 (a＋bi)±(c＋di)＝(a±c)＋(b±d)i(a，b，c，d∈R)

乘法 (a＋bi)(c＋di)＝(ac－bd)＋(bc＋ad)i(a，b，c，d∈R)

复数

除法
(a＋bi)÷(c＋di)＝

ac＋bd
c2＋d2

＋
bc－da
c2＋d2

i(c＋di≠0，a，b，

c，d∈R)

查能力 树立信心

一、 单项选择题

1. 命题“∀x∈R，使得 x2－3x＋3>0”的否定是(　　)



A． ∃x∈R，x2－3x＋3<0 B． ∃x∈R，x2－3x＋3≤0

C． ∃x∉R，x2－3x＋3≤0 D． ∃x∉R，x2－3x＋3<0

2. 已知复数 z＝－
1
2
＋

3
2

i，i 为虚数单位，那么|z|＋z等于(　　)

A． －
1
2
－

3
2

i B． －
1
2
＋

3
2

i 

C．
1
2
＋

3
2

i D． 
1
2
－

3
2

i

3. 已知集合 A＝{x|  
x－3
x＋2

≤ 0}，B＝{x|－3≤x≤2，x∈Z}，那么 A∩B

中元素的个数为(　　)

A． 4 B． 5 

C．6 D． 无数个

4. 设 a，b∈R，则“(a－b)a2<0”是“a<b”的(　　)

A． 充分不必要条件 B． 必要不充分条件

C． 充要条件 D． 既不充分也不必要条件

5. 已知全集 U＝R，集合 A＝{x|2x2－7x＋3<0}，B＝{y|y＝x＋
1
x
，x > 0}，则 A

∪(∁UB)等于(　　)

A． (－∞，3) B． (
1
2
，＋∞) 

C．(
1
2
，2) D． (－∞，＋∞)

6. 已知 z1＝－3＋4i，|z|＝2，那么|z－z1|的最大值为(　　)

A． 6 B． 7 

C．8 D． 9

二、 多项选择题

7. 设集合 M＝{x|a<x<3＋a}，N＝{x|x<2 或 x>4}，则下列结论中正确的是(　　)

A． 若 a<－1，则 M⊆N B． 若 a>4，则 M⊆N

C． 若 M∪N＝R，则 1<a<2 D． 若 M∩N≠∅，则 1<a<2

8. 使得不等式 x2－x－6<0 成立的一个充分不必要条件是(　　)



A． －2<x<0 B． 0<x<3 

C．－2<x<3 D． －2<x<4

9. 下列结论中不正确的是(　　)

A． “x∈N”是“x∈Q”的充分不必要条件

B． “∃x∈N*，x2－3＜0”是假命题

C． △ABC 内角 A，B，C 的对边分别是 a，b，c，则“a2＋b2＝c2”是“△ABC

是直角三角形”的充要条件

D． 命题“∀x＞0，x2－3＞0”的否定是“∃x＞0，x2－3≤0”

10. 已知复数 z＝
1＋i
1－i

，则(　　)

A． z2 021是纯虚数 

B． |z＋i|＝2

C． z 的共轭复数为－i 

D． 复数z＋z·i 在复平面内对应的点在第二象限

三、 填空题

11. 若不等式|x－2m|<1 成立的一个充分不必要条件为 1<x<2，则实数 m 的取

值范围为________．

12. 设集合 A＝{x|x2－7x＋12＝0}，B＝{x|ax＋1＝0}．①若 a＝－
1
3
，则集合

A 与 B 的关系为________；②若 A∩B＝B，则实数 a 组成的集合 C＝________.

13. 已知关于 x 的方程 x2＋(1－2i)x＋(3m－i)＝0(m∈R)有实数根，则实数 m

的值为________，方程的实数根 x 的值为________．

14. 已知集合 M＝{m∈Z|关于 x 的方程 x2＋mx－42＝0 有整数解}，集合 A 满

足条件：①A 是非空集合且 A⊆M；②若 a∈A，则－a∈A．则所有这样的集合 A

的个数为________．

第 2 练　不等式

查方法 明晰思路

注意四点：①二次项系数为 0 或正、负情况；②



一元二次不

等式

二次方程的根是否存在；③根的大小情况；④不等号的方

向

基本不等式
已知 a>0，b>0，那么

2ab
a＋b

≤ ab≤
a＋b

2
≤

a2＋b2

2
，当且仅

当 a＝b 时等号成立

不

等

式

恒成立问题

(二次)
两种方法：①结合图象判断；②参变量分离

查能力 树立信心

一、 单项选择题

1. 下列结论中正确的是(　　)

A． 若 a>b，c>b，则 a>c B． 若 a>b，则 a2>b2

C． 若 a>b，c>d，则 ac>bd D． 若 a>b，c>d，则 a＋c>b＋d

2. 若 b>a>1，则下列不等式一定正确的是(　　)

A． ab>2 B． a＋b<2 

C．
1
a
<

1
b
 D． 

b
a
＋

a
b
>2

3. 若关于 x 的不等式 ax2＋bx＋c＞0 的解集为(－3,1)，则关于 x 的不等式 cx2

＋bx＋a＞0 的解集为(　　)

A． (－
1
3
，1) B． (－1，

1
3)

C． (－∞，－
1
3)∪(1，＋∞) D． (－∞，－1)∪(

1
3
，＋∞)

4. 若正实数 a，b 满足 lga＋lg b＝1，则
2
a
＋

5
b
的最小值为(　　)

A． 2 B． 2 2 

C．
10
2

 D． 2

5. 若关于 x 的不等式 x2＋x－2＋a(x＋x－1)＋a＋1>0 对任意的 x>0 恒成立，则

a 的取值范围是(　　)

A． {a|a>－2} B． {a|a>－1} 



C．{a|a>0} D． {a|a>1}



6. 若正数 a，b 满足
3
a
＋

2
b
＝1，则

2
a－3

＋
3

b－2
的最小值为(　　)

A． 1 B． 2 

C．2 D． 4

二、 多项选择题

7. 已知实数 x，y 满足－1≤x＋y≤3,4≤2x－y≤9，则(　　)

A． 1≤x≤4 B． －2≤y≤1 

C．2≤4x＋y≤15 D． 
1
3
≤x－y≤

23
3

8. 若不等式
1
4x
＋

1
1－4x

－m≥0 对 x∈{x|0 < x <
1
4}恒成立，则实数 m 的值可以

为(　　)

A． 1 B． 2 

C．4 D． 5

9. 已知 a>0，b>0，a＋b＝1，则(　　)

A． ab≤
1
4
 B． 2a－b>

1
2
 

C．log2a＋log2b≥－2 D． 
1
a
＋

1
b
≥

1
4

10. 已知函数 f(x)＝
4x

x2＋1
的最大值为 m，若∃x∈[0，＋∞)，使得 m>x2－2x＋

n 成立，则满足条件的正整数 n 可能是(　　)

A． 4 B． 1 

C．2 D． 3

三、 填空题

11. 若关于 x 的不等式 x2－2ax＋a≤0 的解集为∅，则实数 a 的取值范围是

________．

12. 不等式－1≤x2－2x－1<2 的解集是________．

13. 设函数 f(x)＝(k2＋4k－5)x2＋2(1－k)x＋1，若对任意的 x∈R，都有 f(x)>0，

则实数 k 的取值范围为________．

14. 设 f(x)＝2|x－1|＋|x＋1|，则 f(x)的最小值 m 的值为________，若 a2＋b2＝



m(a，b∈R)，则
4

a2＋1
＋

1
b2＋1

的最小值为________．

第 3 练　平面向量

查方法 明晰思路

基本定理
若 e1，e2不共线，则存在唯一的实数对(λ，

μ)，使得 a＝λe1＋μe2

共线条件
a∥b(b≠0)共线⇔存在唯一的实数 λ，使

得 a＝λb⇔x1y2－x2y1＝0

垂直条件 a⊥b⇔a·b＝0⇔x1x2＋y1y2＝0

平面向量 a＝(x1，

y1)，b＝(x2，y2)

数量积运算
①a·b＝|a|·|b|cos〈a，b〉＝x1x2＋y1y2；

②a·a＝|a|2，|a·b|≤|a||b|

查能力 树立信心

一、 单项选择题

1. 设 e1，e2是两个不共线的向量，若向量 m＝e1＋ke2(k∈R)与向量 n＝e2－2e1

共线，则(　　)

A． k＝0 B． k＝1 

C．k＝2 D． k＝－
1
2

2. 已知向量 a＝(m,2)，b＝(3，－6), 若|a＋b|＝|a－b|，则实数 m 的值是(　　)

A． －4 B． －1 

C．1 D． 4

3. 如图，已知AB
→
 

＝3BP
→
 

，用OA
→
 

，OB
→
 

表示OP
→
 

，则OP
→
 

等于(　　)

A． 
1
3
OA
→
 

－
4
3
OB
→
 

 B． 
1
3
OA
→
 

＋
4
3
OB
→
 

C． －
1
3
OA
→
 

＋
4
3
OB
→
 

 D． －
1
3
OA
→
 

－
4
3
OB
→
 

4. 已知 a，b，c 是在同一平面内的单位向量，若 a 与 b 的夹角为 60°，则



(a－b)·(a－2c)的最大值是(　　)

A． 
1
2
 B． －2 

C．
3

2
 D． 

5
2

5. 在平行四边形 ABCD 中，若 AB＝2，AD＝1，∠DAB＝60°，E 是 BC 的中

点，则AE
→
 

·DB
→
 

等于(　　)

A． 1 B． 2 

C．3 D． 4

6. 已知等边三角形 ABC 的边长为 2，BD
→
 

＝xBA
→
 

，CE
→
 

＝yCA
→
 

，x>0，y>0，且 x＋

y＝1，则CD
→
 

·BE
→
 

的最大值为(　　)

A． 
3
4
 B． －

3
2
 

C．－
9
8
 D． －2

二、 多项选择题

7. 已知|a|＝1，b＝(1， 3)，a·(a＋2b)＝3，则(　　)

A． a·b＝1 B． 向量 a 与 b 的夹角为
π
6

C． a⊥(a－b) D． a∥(a－2b)

8. 如图所示，四边形 ABCD 为梯形，若 AB∥CD，AB＝2CD，M，N 分别为

AB，CD 的中点，则下列结论正确的是(　　)

A． AC
→
 

＝AD
→
 

＋
1
2
AB
→
 

 B． MC
→
 

＝
1
2
AC
→
 

＋
1
2
BC
→
 

C． MN
→
 

＝AD
→
 

＋
1
4
AB
→
 

 D． BC
→
 

＝AD
→
 

－
1
2
AB
→
 

9.
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