[image: ]专题04 相似三角形重要模型-一线三等角模型
相似三角形在中考数学几何模块中占据着重要地位。相似三角形与其它知识点结合以综合题的形式呈现，其变化很多，难度大，是中考的常考题型。如果大家平时注重解题方法，熟练掌握基本解题模型，再遇到该类问题就信心更足了．本专题就一线三等角模型进行梳理及对应试题分析，方便掌握。
模型1.一线三等角模型（相似模型）
【模型解读与图示】“一线三等角”型的图形，因为一条直线上有三个相等的角，一般就会有两个三角形的“一对角相等”，再利用平角为180°，三角形的内角和为180°，就可以得到两个三角形的另外一对角也相等，从而得到两个三角形相似．
1）一线三等角模型（同侧型）
 [image: ]     [image: ]     [image: ]
        （锐角型）                      （直角型）                     （钝角型）
条件：如图，∠1=∠2＝∠3，    结论：△ACE∽△BED.
2）一线三等角模型（异侧型）
[image: ]
条件：如图，∠1=∠2＝∠3，    结论：△ADE∽△BEC.
3）一线三等角模型（变异型）
[image: ]图1  [image: ] 图2  [image: ]图3
①特殊中点型：条件：如图1，若C为AB的中点，结论：△ACE∽△BED∽△ECD.
②一线三直角变异型1：条件：如图2，∠ABD=∠AFE=∠BDE=90°.结论：△ABC∽△BDE∽△BFC∽△AFB.
③一线三直角变异型2：条件：如图3，∠ABD=∠ACE=∠BDE=90°.结论：△ABM∽△NDE∽△NCM.
例1．（2023·浙江·九年级专题练习）如图①，在等边三角形ABC中，点D是边BC上一动点（不与点B，C重合），以AD为边向右作等边△ADE，边DE与AC相交于点F，设BD＝x，CF＝y，若y与x的函数关系的大致图象如图②所示，则等边三角形ABC的面积为（　　）
[image: @@@c173b77d-b3d4-4fff-bda6-abd8c12d5bca]



A．3	B．	C．	D．
【答案】D
【分析】根据相似三角形的判定与性质推出y与x的函数关系式，然后利用函数的性质以及图象确定出△ABC的边长，从而求解面积即可．
【详解】解：∵△ABC，△ADE为等边三角形，∴∠B＝∠ADE＝60°，
∵∠ADE+∠CDE＝∠B+∠BAD，∴∠CDE＝∠BAD，

又∵∠B＝∠C＝60°，∴△ABD∽△DCF，∴，
设AB＝BC＝a，∵BD＝x，CF＝y，


∴，即．



∵，，对称轴为直线，


∴当时，y取得最大值，此时，由图象可知，

∴a＝6，∴等边三角形ABC的面积为．故选：D．
【点睛】本题考查相似三角形的判定与性质，二次函数的性质等，熟练根据相似三角形的判定与性质推出二次函数解析式，利用二次函数的性质分析是解题关键．
例2．（2023·黑龙江牡丹江·统考中考真题）在以“矩形的折叠”为主题的数学活动课上，某位同学进行了如下操作：

第一步：将矩形纸片的一端，利用图①的方法折出一个正方形，然后把纸片展平；

第二步：将图①中的矩形纸片折叠，使点C恰好落在点F处，得到折痕，如图②．



根据以上的操作，若，，则线段的长是（    ）
[image: @@@e28a8e0e-ef95-4537-b2e7-862d10fdb554]  

A．3	B．	C．2	D．1
【答案】C








【分析】根据折叠的性质得：，，，设，则，利用勾股定理求出，再证明，得，求解即可．




【详解】解：如图，过点作，交于点，
[image: @@@2008ec35-c166-4fda-9579-b9a36c83c2e4]  











在和中，






设，则，



，即：，解得：，







，，，，，



，故选：C．
【点睛】本题考查折叠问题及矩形的性质、正方形的性质，相似三角形的判定与性质，掌握折叠的性质并能熟练运用勾股定理方程思想是解题的关键．
例3．（2023·浙江·九年级专题练习）（1）问题




如图1，在四边形中，点P为上一点，当时，求证：．

（2）探究：若将角改为锐角（如图2），其他条件不变，上述结论还成立吗？说明理由．










（3）应用：如图3，在中，，，以点A为直角顶点作等腰．点D在上，点E在上，点F在上，且，若，求的长．
[image: @@@b1005612-29bc-4caf-9915-c0cc0f88f83a]
【答案】（1）见解析；（2）成立；理由见解析；（3）5










【分析】（1）由可得,即可证到，然后运用相似三角形的性质即可解决问题；（2）由可得,即可证到，然后运用相似三角形的性质即可解决问题；（3）证明,求出，再证,可求,进而解答即可．
【详解】解：（1）证明：如图1，


，



，，


又，


；

（2）结论仍成立；理由：如图2，

，


又，，


，，


又，， 


； 



（3）,,,






是等腰直角三角形





  是等腰直角三角形








又即





解得．

【点睛】本题考查相似三角形的综合题，三角形的相似，正切值的求法，能够通过构造角将问题转化为一线三角是解题的关键．

















例4．（2023·湖北荆州·统考中考真题）如图1，点是线段上与点，点不重合的任意一点，在的同侧分别以，，为顶点作，其中与的一边分别是射线和射线，的两边不在直线上，我们规定这三个角互为等联角，点为等联点，线段为等联线．
[image: @@@161669dc-1ba0-4e9b-b507-9f4df36601a2]


























(1)如图2，在个方格的纸上，小正方形的顶点为格点、边长均为1，为端点在格点的已知线段．请用三种不同连接格点的方法，作出以线段为等联线、某格点为等联点的等联角，并标出等联角，保留作图痕迹；(2)如图3，在中，，，延长至点，使，作的等联角和．将沿折叠，使点落在点处，得到，再延长交的延长线于，连接并延长交的延长线于，连接．①确定的形状，并说明理由；





②若，，求等联线和线段的长（用含的式子表示）．


【答案】(1)见解析(2)①等腰直角三角形，见解析；②；
【分析】（1）根据新定义，画出等联角；





























（2）①是等腰直角三角形，过点作交的延长线于．由折叠得，，，证明四边形为正方形，进而证明，得出即可求解；②过点作于，交的延长线于，则．证明，得出，在中，，，进而证明四边形为正方形，则，由，得出，根据相似三角形的性质得出，根据即可求解．
【详解】（1）解：如图所示（方法不唯一）
[image: @@@60914978-67a6-4ed7-8003-7d3906d49656]
[image: @@@37782927-85c7-4135-ac98-2ca8832d8839]
[image: @@@50182561-a94e-4b5b-bb03-ad863583b48d]





（2）①是等腰直角三角形．理由为：如图，过点作交的延长线于．
[image: @@@0d68e056-80a1-400e-ab40-a808938537cf]    [image: @@@d7af451a-f6ec-4da8-bff9-a16a416de045]



由折叠得，，


，，



四边形为正方形


又， 



，而，


是等腰直角三角形．







②过点作于，交的延长线于，则．


，，



由是等腰直角三角形知：，，




，，而，，



在中，，，



，，，


由，，


∴四边形为正方形，，




由，得：，∴，


，而，


即，解得：，



由①知：，，．
【点睛】本题考查了几何新定义，正方形的性质与判定，折叠问题，全等三角形的性质与判定，相似三角形的性质与判定，勾股定理，理解新定义，掌握正方形的性质是解题的关键．
例5.（2022·浙江·嘉兴一中一模）阅读材料：我们知道：一条直线经过等腰直角三角形的直角顶点，过另外两个顶点分别向该直线作垂线，即可得三垂直模型”如图①：在△ABC中，∠ACB＝90°，AC＝BC，分别过A、B向经过点C直线作垂线，垂足分别为D、E，我们很容易发现结论：△ADC≌△CEB．
[image: ]
(1)探究问题：如果AC≠BC，其他条件不变，如图②，可得到结论；△ADC∽△CEB．请你说明理由．


(2)学以致用：如图③，在平面直角坐标系中，直线y＝x与直线CD交于点M（2，1），且两直线夹角为α，且tanα＝，请你求出直线CD的解析式．
(3)拓展应用：如图④，在矩形ABCD中，AB＝4，BC＝5，点E为BC边上一个动点，连接AE，将线段AE绕点E顺时针旋转90°，点A落在点P处，当点P在矩形ABCD外部时，连接PC，PD．若△DPC为直角三角形时，请你探究并直接写出BE的长．


【答案】(1)见解析(2)(3)4或
【分析】（1）由同角的余角相等可得∠BCE=∠DAC，且∠ADC=∠BEC=90°，可得结论；

（2）过点O作ON⊥OM交直线CD于点N，分别过M、N作ME⊥x轴NF⊥x轴，由（1）的结论可得： △NFO∽△OEM，可得 ，可求点N坐标，利用待定系数法可求解析式；
（3）分两种情况讨论，由全等三角形的性质和相似三角形的性质可求解．
(1)解：理由如下，∵∠ACB＝90°，∴∠ACD+∠BCE＝90°，
又∵∠ADC＝90°，∴∠ACD+∠DAC＝90°，
∴∠BCE＝∠DAC，且∠ADC＝∠BEC＝90°，∴△ADC∽△CEB；
(2)解：如图，过点O作ON⊥OM交直线CD于点N，分别过M、N作ME⊥x轴，NF⊥x轴，
[image: ]    [image: ]    [image: ]

由（1）可得：△NFO∽△OEM，∴，∵点M（2，1），∴OE＝2，ME＝1[image: ]，





∵tanα＝＝，∴，∴NF＝3，OF＝ ，∴点N（，3），
∵设直线CD表达式：y＝kx+b，




∴∴∴直线CD的解析式为：y＝-x+；
(3)解：当∠CDP＝90°时，如图，过点P作PH⊥BC，交BC延长线于点H，
∵∠ADC+∠CDP＝180°，∴点A，点D，点P三点共线，
∵∠BAP＝∠B＝∠H＝90°，∴四边形ABHP是矩形，∴AB＝PH＝4，
∵将线段AE绕点E顺时针旋转90°，∴AE＝EP，∠AEP＝90°，
∴∠AEB+∠PEH＝90°，且∠BAE+∠AEB＝90°，
∴∠BAE＝∠PEH，且∠B＝∠H＝90°，AE＝EP，
∴△ABE≌△EHP（AAS），∴BE＝PH＝4，
当∠CPD＝90°时，如图，过点P作PH⊥BC，交BC延长线于点H，延长HP交AD的延长线于N，则四边形CDNH是矩形，
∴CD＝NH＝4，DN＝CH，设BE＝x，则EC＝5-x，
∵将线段AE绕点E顺时针旋转90°，∴AE＝EP，∠AEP＝90°，
∴∠AEB+∠PEH＝90°，且∠BAE+∠AEB＝90°，
∴∠BAE＝∠PEH，且∠B＝∠EHP＝90°，AE＝EP，
∴△ABE≌△EHP（AAS），∴PH＝BE＝x，AB＝EH＝4，
∴PN＝4-x，CH＝4-（5-x）＝x-1＝DN，
∵∠DPC＝90°，∴∠DPN+∠CPH＝90°，且∠CPH+∠PCH＝90°，
∴∠PCH＝∠DPN，且∠N＝∠CHP＝90°，∴△CPH∽△PDN，




∴，∴=∴x＝


∵点P在矩形ABCD外部，∴x＝，∴BE＝，

综上所述：当BE的长为4或时，△DPC为直角三角形．
【点睛】本题是考查了待定系数法求解析式，相似三角形的判定和性质，全等三角形的判定和性质，矩形的判定和性质等知识，添加恰当辅助线构造相似三角形是本题的关键．









例6．（2023·浙江·九年级专题练习）在中，，，点在所在的直线上运动，作（、、按逆时针方向）．





（1）如图，若点在线段上运动，交于．



①求证：；②当是等腰三角形时，求的长；








（2）如图，若点在的延长线上运动，的反向延长线与的延长线相交于点，是否存在点，使是等腰三角形？若存在，求出线段的长度；若不存在，请简要说明理由；
[image: @@@72c88f689e374e9ba5f5c2dd53c4c4c8]   [image: @@@fd18bb70519a4a4c81158d94cb665fca]





（3）若点在的反向延长线上运动，是否存在点，使是等腰三角形？若存在，写出所有点的位置；若不存在，请简要说明理由．

【答案】（1）①见解析，②2或或1；（2）存在，2；（3）不存在，见解析






【分析】（1）①根据等腰直角三角形的性质得到，再证，根据相似三角形的判定定理证明即可；②根据等腰三角形的性质，分，和三种情况讨论，再根据相似三角形的性质求解；（2）先证得，再根据相似三角形的性质计算即可；
（3）根据三角形内角和定理以及三角形外角的性质定理，进行判断即可．


【详解】（1）①证明：∵，，


∴．∴．



又∵，∴．∴；
②解：分三种情况：






（i）当，时，得到，点分别与重合，∴．

（ii）当时，



在△ABD和△DCE中，，∴，∴，



∵BC=，∴，∴；


（iii）当时，有，


∴，AD=CD，AE=CE=DE，∴．



综上所述，当是等腰三角形时，的长为2，或1．
（2）解：存在．


∵，∴．


∵，∴．



∴，∴，∴，


当，．
（3）解：不存在．理由如下：如图，
[image: @@@6c0896f7-5264-46df-8289-da370989cc46]



∵和不重合，∴，




又，，∴≠．
【点睛】本题考查相似三角形的判定和性质，全等三角形的判定和性质，等腰三角形的判定和性质，勾股
定理等知识，分情况讨论是解答本题的关键．






例7．（2023·浙江杭州·九年级期末）如图，在矩形中，是上一点，于点，设．
[image: ][image: @@@b2f9b0c6-40d6-4523-a47d-1eede44f61fd]





（1）若，求证：；（2）若，且在同一直线上时，求的值．

【答案】（1）证明见解析；（2）





【分析】（1）根据矩形的性质可得，，再根据已知条件，即可证明≌，则，进而通过线段的和差关系求得；











（2）由勾股定理求得的长度，再由的面积求得的长度，则可用勾股定理求得的长度，则可得的长度，再由≌，求得的长度，在中，根据勾股定理即可求得，即可求得的值．



【详解】（1）∵，∴，∴，



又∵四边形是矩形，∴，∴，


∵，∴，



∴在和中，



∴≌，∴，



∵，∴，∴；

（2）如图，三点共线，
[image: @@@ebef4b3527a9481fb0ff7a81bcca3d65]


∵，∴，


∵，∴，


∴，∴，




∴，∵，∴在和中，

，





∴∽，∴，即∴，


∴，∴．
【点睛】本题考查了矩形的性质、三角形全等的判定和性质、三角形相似的判定和性质、勾股定理、三角形面积、相似比等，解答本题的关键是熟练掌握运用以上知识点，利用勾股定理求解线段的长．
















课后专项训练















1．（2023·浙江·九年级专题练习）如图，在矩形中，，，、、、分别为矩形边上的点，过矩形的中心，且．为的中点，为的中点，则四边形的周长为（    ）
[image: ]




A．	B．	C．	D．
【答案】B







【分析】连接，证明四边形是矩形，再证明，求得与的长度，由勾股定理求得与，再由矩形的周长公式求得结果．

【详解】解：连接，




四边形是矩形，，，






为的中点，为的中点，，，



四边形是平行四边形，，



矩形是中心对称图形，过矩形的中心．




过点，且，，


四边形是平行四边形，




， 四边形是矩形，，


，，




，，，



设，则，，




，解得，或4，或4，



当时，，则，




，四边形的周长；




同理，当时，四边形的周长；故选：．
[image: ]

【点睛】本题考查矩形的性质，相似三角形的性质与判定，勾股定理，关键在于证明四边形是矩形．






2．（2023·河南郑州·统考二模）如图，已知矩形的顶点分别落在轴轴上，，AB=2BC则点的坐标是（  ）
[image: @@@45c69ca4-61b1-49af-a669-9afff339d92f]  




A．	B．	C．	D．
【答案】D
【分析】过C作CE⊥x轴于E，根据矩形的性质得到CD=AB，∠ABC=90°，，根据余角的性质得到∠BCE=∠ABO，进而得出△BCE∽△ABO，根据相似三角形的性质得到结论．
【详解】解：过C作CE⊥x轴于E，
[image: @@@0e7c735a-8266-41e0-bd87-60b53c675382]  
∵四边形ABCD是矩形，∴CD=AB，∠ABC=90°，
∴∠ABO+∠CBE=∠CBE+∠BCE=90°，∴∠BCE=∠ABO，

∵，∴△BCE∽△ABO，



∴，∵∴AB=，


∵AB=2BC，∴BC=AB=4，∵，




∴CE=2，BE=2∴OE=4+2∴C（4+2，2），故选：D．
【点睛】本题考查了矩形的性质，相似三角形的判定和性质，坐标与图形性质，正确的作出辅助线是解题的关键．


3．（2023·湖南长沙·九年级专题练习）如图，在矩形ABCD中，BC＝6，AB＝2，Rt△BEF的顶点E在边CD或延长线上运动，且∠BEF＝90°，EF＝BE，DF＝，则BE＝     ．
[image: @@@cb48a166baa74bc28e6ce51aa7395102]

【答案】3．


【分析】过F作FG⊥CD，交CD的延长线于G，依据相似三角形的性质，即可得到FG＝EC，GE＝2＝CD；设EC＝x，则DG＝x，FG＝x，再根据勾股定理，即可得到CE2＝9，最后依据勾股定理进行计算，即可得出BE的长．
【详解】如图所示，过F作FG⊥CD，交CD的延长线于G，则∠G＝90°，
[image: @@@8287c502dd604ab381d83503ab67774f]
∵四边形ABCD是矩形，∴∠C＝90°，AB＝CD＝2，
又∵∠BEF＝90°，∴∠FEG+∠BEC＝90°＝∠EBC+∠BEC，∴∠FEG＝∠EBC，
又∵∠C＝∠G＝90°，∴△BCE∽△EGF，







∴＝＝，即＝＝，∴FG＝EC，GE＝2＝CD，

∴DG＝EC，设EC＝x，则DG＝x，FG＝x，


∵Rt△FDG中，FG2+DG2＝DF2，∴（x）2+x2＝（）2，解得x2＝9，即CE2＝9，




∴Rt△BCE中，BE＝＝＝3，故答案为：3．
【点睛】本题主要考查了相似三角形的判定与性质以及勾股定理的运用，在判定两个三角形相似时，应注意利用图形中已有的公共角、公共边等隐含条件，以充分发挥基本图形的作用，寻找相似三角形的一般方法是通过作平行线构造相似三角形；或依据基本图形对图形进行分解、组合；或作辅助线构造相似三角形．
4．（2021·浙江台州·中考真题）如图，点E， F，G分别在正方形ABCD的边AB，BC，AD上，AF⊥EG．若AB＝5，AE＝DG＝1，则BF＝_____．
[image: ]

【答案】


【分析】先证明，得到，进而即可求解．
【详解】∵在正方形ABCD中，AF⊥EG，
∴∠AGE+∠GAM =90°，∠FAB+∠GAM=90°，∴∠FAB =∠AGE，

又∵∠ABF=∠GAE=90°，∴，




∴，即：，∴BF=．故答案是：．

【点睛】本题主要考查正方形的性质，相似三角形的判定和性质，证明，是解题的关键．






5．（2023·浙江九年级专题练习）如图，为等边三角形，点D，E分别在边AB，AC上，，将沿直线DE翻折得到，当点F落在边BC上，且时，的值为      ．
[image: @@@435fdd20-8dc7-44f6-8142-2e8716c3b6da]

【答案】
【分析】根据△ABC为等边三角形，△ADE与△FDE关于DE成轴对称，可证△BDF∽△CFE，根据BF=4CF，可得CF=4，根据AF为轴对称图形对应点的连线,DE为对称轴，可得DE⊥AF，


根据S四边形ADFE==S△CEF=-S△ABC-S△CEF，进而可求．
【详解】解：如图，作△ABC的高AL，作△BDF的高DH，
[image: @@@a3209425-61b9-41a7-af93-9029f13c17b9]
∵△ABC为等边三角形，△ADE与△FDE关于DE成轴对称，∴∠DFE=∠DAE= 60°，AD = DF，
∴∠CFE+∠FEC=∠CFE+∠DFB= 120°，∴∠DFB= ∠CEF，
又∠B=∠C= 60°，∴△BDF∽△CFE，


∴ ，即 ，设CF= x(x > 0)，

∵BF=4CF，∴BF= 4x，∵BD=3，∴，

∵，


∴，， 


∵△BDF∽△CFE，∴，∴解得：x=2，
∴CF=4，∴BC=5x=10，∵在Rt△ABL中，∠B=60°，



∴AL=ABsin60°=10×=5，∴S△ABC=，


以上内容仅为本文档的试下载部分，为可阅读页数的一半内容。如要下载或阅读全文，请访问：https://d.book118.com/948075035052006023
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