
第四章 概率与统计

4.3 统计模型

4.3.1 一元线性回归模型

知识梳理

一．相关关系

1.变量之间的常见关系

（1）函数关系：两个变量之间的关系可以用函数表示.

（2）相关关系：如果两个变量中一个变量的取值一定时，另一个变量的取值带有一定的随机性，

那么这两个变量之间的关系，叫做相关关系.

（3）不相关：两个变量间没有任何关系.

2.散点图

(1)在讨论两个变量 x 和 y 之间的关系时，常把它们写成点(x，y)的形式，以便利用平面直角坐标系

来考虑它们之间的关系，此时 x 和 y 可以看成是描述同一个体的两个不同的特征量.

(2)将各数据在平面直角坐标系中的对应点画出来，得到表示两个变量的一组数据的图形，这样的

图形叫散点图.

3.线性相关关系

(1)线性相关：如果由变量的成对数据、散点图或直观经验可知，变量 x 与变量 y 之间的关系可以

近似地用一次函数来刻画，则称 x 与 y 线性相关.

(2)正相关：在线性相关中，如果一个变量增大，另一个变量大体上也增大，则称这两个变量正相

关.

(3)负相关：在线性相关中，如果一个变量增大，另一个变量大体上减少，则称这两个变量负相关.

二．回归直线方程 

1.回归直线方程

一般地，已知变量 x 与 y 的 n 对成对数据(xi，yi)，i=1，2，3，…，n.任意给定一个一次函数

y=bx+a，对每一个已知的 xi，由直线方程可以得到一个估计值
^
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𝑎称为 y关于 x的回归直线方程(对

应的直线称为回归直线).



2.最小二乘法确定回归直线方程：给定两个变量 y 与 x 的一组数据之后，回归直线方程
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^
𝑏 =

𝑛
∑

𝑖 = 1
(𝑥𝑖―𝑥)(𝑦𝑖 ― 𝑦)

𝑛
∑

𝑖 = 1
(𝑥𝑖 ― 𝑥)2

=

𝑛
∑

𝑖 = 1
𝑥𝑖𝑦𝑖 ― 𝑛𝑥𝑦

𝑛
∑

𝑖 = 1
𝑥2

𝑖 ― 𝑛𝑥2
，

^
𝑎 = 𝑦 ― ^

𝑏𝑥.

其中，
^
𝑏称为回归系数.它实际上也就是回归直线方程的斜率.

3.回归直线的性质

(1)回归直线过点(𝑥，𝑦).

(2)回归直线方程
^
𝑦 = ^

𝑏x+^
𝑎，

^
𝑏>0 时，y 与 x 正相关；

^
𝑏<0 时，y 与 x 负相关.

三．相关系数

1.相关系数 r 的计算公式

假设两个随机变量的数据分别为(x1，y1)，(x2，y2)，…，(xn，yn)，则变量间相关系数 r 的计算公式

如下：
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2.相关系数 r 的性质

(1)|r|≤1，且 y 与 x 正相关的充要条件是 r>0，y 与 x 负相关的充要条件是 r<0.

(2)|r|越小，说明两个变量之间的线性相关性越弱，也就是得出的回归直线方程越没有价值，即方

程越不能反映真实的情况；|r|越大，说明两个变量之间的线性相关性越强，也就是得出的回归直

线方程越有价值.

(3)|r|=1 的充要条件是成对数据构成的点都在回归直线上.

四、非线性回归

常见的非线性回归模型转化为线性回归模型

曲线方程 曲线图形 变换公式
变换后的

线性函数

y=axb

c=ln a

v=ln x

u=ln y

u=c+bv



y=aebx
c=ln a

u=ln y
u=c+bx

c=ln a

v=
1
x

u=ln y

u=c+bv

y=a+bln x
v=ln x

u=y
u=a+bv

常见考点

考点一 线性回归

典例 1．关于回归分析，下列说法错误的是（    ）

A．回归分析是研究两个具有相关关系的变量的方法

B．散点图中，解释变量在 x 轴，预报变量在 y 轴

C．回归模型中一定存在随机误差

D．散点图能明确反映变量间的关系

变式 1-1．在对两个变量 x，y 进行回归分析时有下列步骤：

①对所求出的回归方程作出解释；②收集数据  ,i ix y ，i＝1,2，…，n；

③求回归方程；④根据所收集的数据绘制散点图．

则下列操作顺序正确的是（    ）

A．①②④③ B．③②④① C．②③①④ D．②④③①

变式 1-2．已知两个变量和 y 之间有线性相关关系，经调查得到如下样本数据，

3 4 5 6 7

y 3.5 2.4 1.1 -0.2 -1.3



根据表格中的数据求得同归方程 ˆˆ ˆy bx a  ，则下列说法正确的是（    ）

A． 0a  ， 0b  B． 0a  ， 0b 

C． 0a  ， 0b  D． 0a  ， 0b 

变式 1-3．对具有线性相关关系的变量 ,x y，测得一组数据如下表，根据表中数据，利用最小二乘

法得到回归直线方程，据此模型预测当 20x = 时，y 的估计值为（    ）

x 2 4 5 6 8

y 20 40 60 70 80

A．210 B．210.5 C．211.5 D．212.5

考点二 相关系数的意义及辨析

典例 2．有一组数据统计了 2013 年至 2020 年中国高铁每年的运营里程，它反映了中国高铁近几年

的飞速发展，甲同学用线性回归模型 y bx a  来拟合，并算得相关系数 1 0.70r  ，乙同学用指数函

数模型 edxy c 来拟合，并算得转化为线性回归方程所对应的相关系数 2 0.99r  ，武问哪个模型拟合

效果更好？（    ）

A．线性回归模型拟合效果更好        B．指数函数模型拟合效果更好

C．两种模型拟合效果都不好          D．不能确定

变式 2-1．已知变量与Y 相对应的一组数据为  10,1 ，  11.3, 2 ，  11.8,3 ，  12.5, 4 ，  13,5 ，变量U

与V 相对应的一组数据为  10,5 ，  11.3, 4 ，  11.8,3 ，  12.5, 2 ，  13,1 ．表示变量与Y 之间的线性相

关系数， 2r 表示变量U 与V 之间的线性相关系数，则下列结论中正确的是（    ）

A． 2 1 0r r  B． 2 10 r r  C． 2 10r r  D． 2 1r r

变式 2-2．如图是相关变量， y 的散点图，现对这两个变量进行线性相关分析，方案一：根据图中

所有数据，得到线性回归方程 1 1y b x a $ $ $ ，相关系数为；方案二：剔除点  10 21, ，根据剩下数据

得到线性回归直线方程 2 2y b x a $ $ $ ，相关系数为 2r ．则（    ）



A． 1 20 1r r   B． 2 10 1r r  

C． 1 21 0r r    D． 2 11 0r r   

变式 2-3．对四组数据进行统计，获得以下散点图，关于其相关系数的比较，正确的是（    ）

A． 2 4 3 10r r r r    B． 4 2 1 30r r r r   

C． 4 2 3 10r r r r    D． 2 4 1 30r r r r   

考点三 残差与相关指数的计算

典例 3．根据一组样本数据  1 1,x y ，  2 2,x y ，L ，  ,n nx y 的散点图分析 x 与 y 之间是否存在线性相

关关系，求得其线性回归方程为 0.85 8 7ˆ 5.y x  ，则在样本点  165,57 处的残差为（    ）

A．54.55 B． 2.45 C．3.45 D．111.55

变式 3-1．变量U 与V 相对应的一组样本数据为  1,1.4 、  2,2.2 、  3,3 、  4,3.8 ，由上述样本数据

得到U 与V 的线性回归分析， 2R 表示解释变量对于预报变量变化的贡献率，则 2R （    ）

附：决定系数公式
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变式 3-2．如图，5个  ,x y 数据，去掉  3,10D 后，下列说法错误的是（    ）



A．与 y 的相关性变强 B．残差平方和变大

C．相关指数 2R 变大 D．解释变量与预报变量 y 的相关性变强

变式 3-3．某种产品的广告支出费用（单位：万元）与销售量 y （单位：万件）之间的对应数据如

下表所示：根据表中的数据可得回归直线方程 ˆ 2.27 1.08y x  ， 2 0.96R  ，以下说法正确的是（   ）

广告支出费用 2.2 2.6 4.0 5.3 5.9

销售量 y 3.8 5.4 7.0 11.6 12.2

A．第三个样本点对应的残差 3̂ 1e   ，回归模型的拟合效果一般

B．第三个样本点对应的残差 3̂ 1e  ，回归模型的拟合效果较好

C．销售量 y 的多少有 96%是由广告支出费用引起的

D．销售量 y 的多少有 4%是由广告支出费用引起的

考点四 线性回归方程的应用

典例 4．某科技公司研发了一项新产品A ，经过市场调研，对公司 1 月份至 6 月份销售量及销售单

价进行统计，销售单价（千元）和销售量 y （千件）之间的一组数据如下表所示：

月份 i 1 2 3 4 5 6

销售单价 9 9.5 10 10.5 11 8

销售量 11 10 8 6 5 15

（1）试根据 1 至 5 月份的数据，建立 y 关于的回归直线方程；

（2）若由回归直线方程得到的估计数据与剩下的检验数据的误差不超过0 65．



千元，则认为所得到的回归直线方程是理想的，试问（1）中所得到的回归直线方程是否理想？

参考公式：回归直线方程 ˆˆ ˆy bx a  ，其中
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变式 4-1．某电脑公司有 6 名产品推销员，其工作年限与年推销金额数据如下表：

推销员编号 1 2 3 4 5

工作年限 x/年 3 5 6 7 9

推销金额 y/万元 2 3 3 4 5

（1）求年推销金额 y 关于工作年限 x 的线性回归方程；

（2）若第 6 名推销员的工作年限为 11 年，试估计他的年推销金额．

附：回归直线的斜率和截距的最小二乘法估计公式分别为
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变式 4-2．如图是某地 2014 年至 2020 年生活垃圾无害化处理量（单位：万吨）的折线图.

注：年份代码 1～7 分别对应年份 2014～2020.

（1）由折线图看出，可用线性回归模型拟合 y 与 t的关系，请用相关系数加以证明；

（2）建立 y 关于 t的回归方程（系数精确到 0.01），预测 2022 年某地生活垃圾无害化处理量.

附注：
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参考公式：相关系数
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变式 4-3．某公司为了预测下月产品销售情况，找出了近 7 个月的产品销售量 y （单位：万件）的

统计表：

月份代码

t
1 2 3 4 5 6 7

销售量 y /

万件
2y 5y 6y

但其中数据污损不清，经查证  
7 7 7 2

1 1 1
9.32, 40.17, 0.55i i i i

i i i
y t y y y

  

      .

（1）请用相关系数 r 说明销售量 y 与月份代码 t之间有很强的线性相关关系（当 0.75r  时认为两个

变量有很强的线性相关关系）；

（2）求 y 关于 t的回归直线方程（结果中b$ 保留两位小数）；

（3）公司经营期间的广告宣传费（单位：万元） i ix t  1,2,i  L ，每件产品的销售价为 10 元，

预测第 8 个月的毛利润能否突破 15 万元，请说明理由（毛利润=销售金额-广告宣传费）.



参考数据： 7 2.65 ， 2 1.41 .

考点五 非线性回归方程的应用

典例 5．近几年，快递业的迅速发展导致行业内竞争日趋激烈.某快递网点需了解一天中收发一件

快递的平均成本 y(单位：元)与当天揽收的快递件数 x(单位：千件)之间的关系，对该网点近 5 天的

每日揽件量(单位：千件)与当日收发一件快递的平均成本(单位；元)(i=1，2，3，4，5)数据进行了

初步处理，得到下面的散点图及一些统计量的值.
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（1）根据散点图判断，与
dy c
x

  哪一个适宜作为 y 关于 x 的回归方程类型？并根据判断结果及

表中数据求出 y 关于 x 的回归方程；

（2）各快递业为提高快递揽收量并实现总利润的增长，除了提升服务质量､提高时效保障外，价

格优惠也是重要策略之一.已知该网点每天揽收快递的件数 x(单位：千件)与单件快递的平均价格

t(单位；元)之间的关系是  25 2 5 12x t t    ，收发一件快递的利润等于单件的平均价格减去平均

成本，根据（1）中建立的回归方程解决以下问题：

①预测该网点某天揽收 2000 件快递可获得的总利润；

②单件快递的平均价格 t为何值时，该网点一天内收发快递所获利润的预报值最大？

附：对于一组数据  1 1,u v ，  2 2,u v ，…，  ,n nu v ，其回归直线 v u  $ 的斜率和截距的最小二乘

估计分别为 µ
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变式 5-1．如图是某市 2011 年至 2020 年当年在售二手房均价（单位：千元/平方米）的散点图（图

中年份代码 1~10分别对应 2011年~2020年）.现根据散点图选择用和 ec dxy  两个模型对年份代码

和房价 y 的关系进行拟合，经过数据处理得到两个模型对应回归方程的相关指数 2R 和一些统计量

的值，如下表：

模型 ec dxy 

相关指数 2R 0.8821 0.9046
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（1）请利用相关指数 2R 判断：哪个模型的拟合效果更好；并求出该模型对应的回归方程（参数估

计值精确到 0.01）；

（2）根据（1）得到的方程预计；到哪一年，该市的当年在售二手房均价能超过 10.5 千元/平方米.
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