
十年（2014－2023）高考真题分项汇编—数列解答题

目录

题型一：数列的概念和通项公式 ...............................................................1

题型二：等差数列的定义与性质 ...............................................................9

题型三：等比数列的定义与性质 .............................................................12

题型四：数列的求和 .................................................................................13

题型五：数列中的新定义问题 .................................................................15

题型六：数列中的证明问题 .....................................................................46

题型七：数列与其他知识的交汇 .............................................................63

题型八：数列的综合应用 .........................................................................81

题型一：数列的概念和通项公式

1．(2021 年新高考Ⅰ卷·第 17 题) 已知数列 na 满足 1 1a  ， 1
1, ,
2, .

n
n

n

a n
a

a n
 

  

为奇数

为偶数

(1)记 2n nb a ，写出 1b ， 2b ，并求数列 nb 的通项公式；

(2)求 na 的前 20 项和．

【答案】 1 22, 5b b  ；300．

解析:(1)由题设可得 1 2 1 2 4 3 21 2, 1 2 1 5b a a b a a a          

又 2 2 2 1 1k ka a   ， 2 1 2 2k ka a   ，故 2 2 2 3k ka a   即 1 3n nb b   即 1 3n nb b  

所以 nb 为等差数列，故  2 1 3 3 1nb n n      ．

(2)设 na 的前 20 项和为 20S ，则 20 1 2 3 20S a a a a     ，



因为 1 2 3 4 19 201, 1, , 1a a a a a a      ，

所以  20 2 4 18 202 10S a a a a     

 1 2 9 10
9 102 10 2 10 2 3 10 300

2
b b b b               

 
 ．

2．(2014 高考数学湖南理科·第 20 题) 已知数列 na 满足


  Nnpaaa n
nn ,,1 11 ，

(Ⅰ)若 na 是递增数列，且 321 3,2, aaa 成等差数列，求 p 的值；

(Ⅱ)若
2
1

p ，且 12 na 是递增数列， na2 是递减数列，求数列 na 的通项公式．

【答案】(1)
1
3

p     (2) 1

4 1 ( 1)
3 3 2

n

n na 


  ×

解析：(I)因为 na 是递增数列，所以 1 1
n

n n n na a a a p     。而 1 1a  ，因此又 1 2 3, 2 ,3a a a 成等差数列，

2 2
2 1 34 3 4(1 ) 1 3( 1) 3p 0a a a p p p p  Þ      Þ   解得

1 , 0
3

p p  ，但当 0p  时， 1n na a  ，

这与 na 是递增数列矛盾。故
1
3

p  ．

(Ⅱ)由于 2 1na  是递增数列，因而 2 1 2 1 0n na a  > ，于是

2 1 2 2 2 1( ) ( ) 0n n n na a a a    >                       ①

但 2 2 1

1 1
2 2n n< ，所以

                    2 1 2 2 2 1a a a an n n n <   ．                     ②

又①，②知， 2 2 1 0n na a  > ，因此

                      2

2
2 1

2 1 2 1
1 ( 1)( )
2 2n

n
n

n na a 
 

                     ③

因为 2na 是递减数列，同理可得， 2 1 2 0n na a  < 故

                     
2 2 1

2 1 2 2
1 ( 1)
2 2

n n

n n na a



 
 
 

                       ④

由③，④即知，
1

1
( 1)

2

n

n n na a





  。

于是



        1 2 1 3 2 1( ) ( ) ... ( )n n na a a a a a a a        

           2 1

1 1 ( 1)1 ...
2 2 2

n

n


      

111 ( )1 21 12 1
2

n 
  ×


  1

4 1 ( 1)
3 3 2

n

n


  × ．

故数列 na 的通项公式为 1

4 1 ( 1)
3 3 2

n

n na 


  ×

3． (2019·全国Ⅱ·理 ·第 19 题 ) 已知数列  na 和  nb 满足 1 1a  ， 1 0b  ， 14 3 4n n na a b    ，

14 3 4n n nb b a    ．

 1 证明： n na b 是等比数列， n na b 是等差数列；

 2 求 na 和 nb 的通项公式．

【答案】  1 见解析；  2 1 1
2 2n na n   ，

1 1
2 2n nb n   .

【官方解析】

 1 由题设得 1 14( ) 2( )n n n na b a b    ，即 1 1
1 ( )
2n n n na b a b    ．

又因为 1 1 1a b  ，所以 n na b 是首项为1，公比为
1
2
的等比数列．

由题设得 1 14( ) 4( ) 8n n n na b a b     ，即 1 1 2n n n na b a b     ．

又因为 1 1 1a b  ，所以 n na b 是首项为1，公差为 2 的等差数列．

 2 由  1 知， 1

1
2n n na b   ， 2 1n na b n   ．

所以
1 1 1[( ) ( )]
2 2 2n n n n n na a b a b n       ，

1 1 1[( ) ( )]
2 2 2n n n n n nb a b a b n       ．

【分析】  1 可通过题意中的 14 3 4n n na b a    以及 14 3 4n n nb a b    对两式进行相加和相减即可推导

出数列 n na b 是等比数列以及数列 n na b 是等差数列；

 2 可通过  1 中的结果推导出数列 n na b 以及数列 n na b 的通项公式，然后利用数列 n na b 以及

数列 n na b 的通项公式即可得出结果.



【解析】  1 由题意可知 ， ， ， ，

所以 ，即 1 1
1 ( )
2n n n na b a b    ，

所以数列 是首项为 、公比为 的等比数列， ，

因为 ，

所以 ，数列 是首项 、公差为 等差数列， .

 2 由  1 可知， 1

1
2n n na b   ， ，

所以
1 1 1[( ) ( )]
2 2 2n n n n n na a b a b n       ，

1 1 1[( ) ( )]
2 2 2n n n n n nb a b a b n       .

【点评】本题考查了数列的相关性质，主要考查了等差数列以及等比数列的相关证明，证明数列是等差数

列或者等比数列一定要结合等差数列或者等比数列的定义，考查推理能力，考查化归与转化思想，是中档

题.

4．(2014 高考数学广东理科·第 19 题) 设数列 na 的前 n和为 nS ,满足 2 *
12 3 4 ,n nS na n n n N    ，且

3 15S  ．

(1)求 1 2 3, ,a a a 的值；

(2)求数列 na 的通项公式．

【答案】解：(1)当 1n  时， 1 22 7a a   ①

当 2n  时， 1 2 34 20a a a    ②

3 1 2 3 15S a a a     ③

由①②③解得 1 2 33, 5, 7a a a  

(2)当 1n > 时， 2
12 3 4n nS na n n   ①

     2
1 2 1 3 1 4 1n nS n a n n       ②

①—②化简得  12 2 1 6 1n nna n a n     (当 1n  时也成立)

方法 1：(凑配)

14 3 4n n na a b   14 3 4n n nb b a   1 1 1a b+ = 1 1 1a b 

1 14 4 3 23 4 4 2n n n n n n n na b a b b a a b+ + = + =- - +++ -

 n na b 1
1
2 ( ) 11

2
n

n na b -+ =

( )1 14 4 3 4 3 4 4 4 8n n n n n n n na b a b b a a b+ +- - -= + - = - +-

1 1 2n n n na b a b+ + = - +-  n na b 1 2 的 2 1n na b n- = -

2 1n na b n- = -



令     12 1 B 2 1n nn a A n n a An B       é ùë û ，求得 2 1A B   ， 即

    12 2 1 1 2 1 2 1n nn a n n a n       é ùë û

令 2 1n nb a n   ，则  12 2 1n nnb n b   ，即 1
2 1

2n n
nb b

n




因为 1 2 30, 0, 0b b b   ，故必有 0nb  ，即 2 1na n 

方法 2：(数学归纳法)由(1) 1 2 33, 5, 7a a a   ，猜想 2 1na n  ，

下面用数学归纳法证明对 , 2 1nx N a n"    ：

当 1, 2, 3n n n   时，成立

假设当 n k 时成立，即有 2 1ka k  ，  12 2 1 6 1k kka k a k    

当 1+n k 时，    2
12 2 1 2 1 6 1 4 6kka k k k k k       

所以  
2

1
4 6 2 3 2 1 1

2k
k ka k k

k


      ，成立

综上所述，对 , 2 1nx N a n"   

5．(2014 高考数学湖北理科·第 18 题)  已知等差数列 }{ na 满足： 21 a ，且 1a 、 2a 、 5a 成等比数列．

    (Ⅰ)求数列 }{ na 的通项公式．

(Ⅱ)记 nS 为数列 }{ na 的前 n 项和， 是否存在正整数 n ，使得 ?80060 > nSn 若存在， 求 n 的最

      小值；若不存在，说明理由．

【答案】(1) 2na 或 24  nan ；(2)详见解析．

解析：(1)设数列 }{ na 的公差为 d ，依题意， dd 42,2,2  成等比数列，所以 )42(2)2( 2 dd  ，解得

0d 或 4d ，当 0d 是， 2na ；当 4d 时， 244)1(2  nnan ，所以数列 }{ na 的通项公

式为 2na 或 24  nan ．

(2)当 2na 时， nSn 2 ，显然 800602 < nn ，不存在正整数 n ，使得．

 当 24  nan 时， 22
2

)]24(2[ nnnSn 


 ，令 800602 2 > nn ，即 0400302 > nn ，解得 40>n

或 10<n (舍去)，此时存在正整数 n ，使得 80060 > nSn 成立， n 的最小值为 41．



综上所述，当 2na 时，不存在正整数 n ；

当 24  nan 时，存在正整数 n ，使得 80060 > nSn 成立， n 的最小值为 41．

6．(2021 年高考全国乙卷理科·第 19 题) 记 nS 为数列 na 的前 n 项和， nb 为数列 nS 的前 n 项积，已知

2 1 2
n nS b

  ．

(1)证明：数列 nb 是等差数列;

(2)求 na 的通项公式．

【答案】(1)证明见解析；(2)

 

3 , 1
2
1 , 2

1

n

n
a

n
n n

 ïï 
ï ³

ï

．

解析：(1)由已知
2 1 2

n nS b
  得

2
2 1

n
n

n

bS
b




,且 0nb ¹ ，
1
2nb ¹ ,

取 1n  ,由 1 1S b 得 1
3
2

b  ,

由于 nb 为数列 nS 的前 n 项积，

所以
1 2

1 2

22 2
2 1 2 1 2 1

n
n

n

bb b b
b b b

× × × × 
  

,

所以
11 2

1
1 2 1

22 2
2 1 2 1 2 1

n
n

n

bb b b
b b b






× × × × 
  

，

所以
1 1

1

2
2 1

n n

n n

b b
b b

 






,

由于 1 0nb  ¹

所以
1

2 1
2 1n nb b




，即 1
1
2n nb b   ,其中 *n N

所以数列 nb 是以 1
3
2

b  为首项，以
1
2

d  为公差等差数列;

(2)由(1)可得，数列 nb 是以 1
3
2

b  为首项，以
1
2

d  为公差的等差数列，



 3 11 1
2 2 2n

nb n\       ,

2 2
2 1 1

n
n

n

b nS
b n


 

 
,

当 n=1 时， 1 1
3
2

a S  ,

当 n≥2 时,  1
2 1 1
1 1n n n

n na S S
n n n n

 
     

  ,显然对于 n=1 不成立,

∴

 

3 , 1
2
1 , 2

1

n

n
a

n
n n

 ïï 
ï ³

ï

．

【点睛】本题考查等差数列的证明，考查数列的前 n 项和与项的关系，数列的前 n 项积与项的关系，其中

由
1 2

1 2

22 2
2 1 2 1 2 1

n
n

n

bb b b
b b b

× × × × 
  

,得到
11 2

1
1 2 1

22 2
2 1 2 1 2 1

n
n

n

bb b b
b b b






× × × × 
  

，进而得到
1 1

1

2
2 1

n n

n n

b b
b b

 






是关键

一步；要熟练掌握前 n 项和，积与数列的项的关系，消和(积)得到项(或项的递推关系)，或者消项得到和(积)

的递推关系是常用的重要的思想方法．

7．(2018 年高考数学浙江卷·第 20 题) 已知等比数列 na 的公比 1q > ，且 3 4 5 28a a a   ， 4 2a  是

3 5,a a 的等差中项．数列 nb 满足 1 1b  ，数列   1n n nb b a  的前项和为 22n n ．

(1)求 q 的值；

(2)求数列 nb 的通项公式．

【答案】(1) 2q > ；(2)  
2115 4 3

2

n

nb n


    × 
 

． 

【解析】(1)由题知
 

3 4 5

3 5 4

28
2 2

a a a
a a a

  ï
   ï

，

3 5

4

20
8

a a
a

 
\ 

，
18 20q
q

 
\   

 
，解得 2q  或

1
2

q  ，

    1q >Q ， 2q\  ．

 (2)方法一：错位相减法



设  1n n n nc b b a  ，数列 nc 前 n 项和为 nS ，由
1

1

, 1
, 2n

n n

S n
c

S S n


   ³

，解得 4 1nc n  ．

   由(1)知  12n
na  ，所以 1 1

4 1
2n n n

nb b 


  ， 故  1 2

4 5 2
2n n n

nb b n 


  ³ ，

       1 1 2 3 2 2 1 1n n n n nb b b b b b b b b b  \          

     2 3

4 5 4 9 7 3 1
2 2 2n n

n n
 

 
     

设  3 2

7 4 9 4 53 2
2 2 2n n n

n nT n 

 
     ³ ，

 2 1

1 3 7 4 9 4 5
2 2 4 2 2n n n

n nT  

 
         

1 2 2

1 4 5 4 4 43
2 2 2 2 2n n n

nT  

  \       
 

 ，  2

4 314 2
2n n

nT n


\   ³ ， 1 1,b Q 2

4 315
2n n

nb 


\  

方法二：构造常数列

设  1n n n nc b b a  ，数列 nc 前 n 项和为 nS ，由
1

1

, 1
, 2n

n n

S n
c

S S n


   ³

，解得 4 1nc n  ．

由(1)知  12n
na  ，所以 1 1

4 1
2n n n

nb b 


  ，

而

1 2 11 1 1(4 1) (4 3) (4 7)
2 2 2

n n n

n n n
  

              
     

，

所以

2 1 1 2

1 1
1 1 1 1=(4 3) (4 7) +(4 7) +(4 3)
2 2 2 2

n n n n

n n n nb b n n b n b n
   

 
           Þ          
       

，

所以数列

21+(4 3)
2

n

nb n
 üï ï  ý 

 ï ï þ
是一个常数列。即

2

1
1+(4 3) 14 15
2

n

nb n b


     
 

，

所以 2

4 315
2n n

nb 


  ．

说明：其中

1 2 11 1 1(4 1) (4 3) (4 7)
2 2 2

n n n

n n n
  

              
     

是采用待定系数法求出的

可设

1 1 21 1 1(4 1) ( ) [ ( 1) ]
2 2 2

n n n

n n nl m l m
  

               
     

待定求出 4, 7l m    ．



题型二：等差数列的定义与性质

1．(2023 年新课标全国Ⅰ卷·第 20 题) 设等差数列 na 的公差为d ，且 1d > ．令

2

n
n

n nb
a


 ，记 ,n nS T 分

别为数列   ,n na b 的前 n 项和．

(1)若 2 1 3 3 33 3 , 21a a a S T    ，求 na 的通项公式；

(2)若 nb 为等差数列，且 99 99 99S T  ，求d ．

【答案】(1) 3na n     

(2)
51
50

d 

解析：(1) 2 1 33 3a a a Q ， 13 2d a d\   ，解得 1a d ，

3 2 13 3( ) 6d dS a a  \ ，

又 3 1 2 3
2 6 12 9

2 3
T b b b

d d d d
       ，

3 3
96 21S T d
d

\     ，

即 22 7 3 0d d   ，解得 3d  或
1
2

d  (舍去)，

1 ( 1) 3na a n d n\    ×  ．

(2) { }nbQ 为等差数列，

2 1 32b b b\   ，即
2 1 3

12 2 12
a a a

  ，

2 3 2 3 1

1 1 6 16( ) d
a a a a a

\    ，即
2 2
1 13 2 0a a d d   ，解得 1a d 或 1 2a d ，

1d >Q ， 0na\ > ，

又 99 99 99S T  ，由等差数列性质知， 50 5099 99 99a b  ，即 50 50 1a b  ，

50
50

2550 1a
a

\   ，即
2
50 50 2550 0a a   ，解得 50 51a  或 50 50a   (舍去)

当 1 2a d 时， 50 1 49 51 51a a d d    ，解得 1d  ，与 1d > 矛盾，无解；



当 1a d 时， 50 1 49 50 51a a d d    ，解得
51
50

d  ．

综上，
51
50

d  ．

2．(2015 高考数学四川理科·第 16 题) 设数列{ }na ( 1, 2,3, )n   的前 n 项和 12n nS a a  ，且 1 2 3, 1,a a a

成等差数列．

(1)求数列{ }na 的通项公式；

(2)记数列
1{ }

na
的前 n 项和 nT ，求得

1| 1|
1000nT  < 成立的 n 的最小值．

【答案】(1) 2n
na  ；(2)10．

解析：(1)由已知 12n nS a a  ，有 1 12 2 ( 1)n n n n na S S a a n     > ，

即 12 ( 1)n na a n > ．

从而 2 1 3 12 , 4a a a a  ．

又因为 1 2 3, 1,a a a 成等差数列，即 1 3 22( 1)a a a   ．

所以 1 1 14 2(2 1)a a a   ，解得 1 2a  ．

所以，数列{ }na 是首项为 2，公比为 2 的等比数列．

故 2n
na  ．

(2)由(1)得
1 1

2n
na

 ．

所以 2 3

1 1[1 ( ) ]1 1 1 1 12 2 112 2 2 2 21
2

n

n n nT


       


 ．

由
1| 1|

1000nT  < ，得
1 1|1 1|
2 1000n  < ，即 2 1000n > ．

因为
9 102 512 1000 1024 2 < <  ，

所以 10n ³ ．

于是，使
1| 1|

1000nT  < 成立的 n 的最小值为 10．



考点：本题考查等差数列与等比数列的概念、等比数列通项公式与前 n 项和公式等基础知识，考查运算求

解能力．

3．(2022 年高考全国甲卷数学（理）·第 17 题) 记 nS 为数列 na 的前 n 项和．已知
2 2 1n

n
S n a
n

   ．

(1)证明： na 是等差数列；

(2)若 4 7 9, ,a a a 成等比数列，求 nS 的最小值．

【答案】(1)证明见解析；    (2) 78 ．

【解析】(1)解：因为
2 2 1n

n
S n a
n

   ，即 22 2n nS n na n   ①，

当 2n ³ 时，      2
1 12 1 2 1 1n nS n n a n       ②，

①②得，      22
1 12 2 1 2 2 1 1n n n nS n S n na n n a n           ，

即   12 2 1 2 2 1 1n n na n na n a       ，

即      12 1 2 1 2 1n nn a n a n     ，所以 1 1n na a   ， 2n ³ 且 N*n  ，

所以 na 是以1为公差的等差数列．

(2)解：由(1)可得 4 1 3a a  ， 7 1 6a a  ， 9 1 8a a  ，

又 4a ， 7a ， 9a 成等比数列，所以 2
7 4 9a a a × ，

即      2
1 1 16 3 8a a a   ×  ，解得 1 12a   ，

所以 13na n  ，所以
  2

21 1 25 1 25 62512
2 2 2 2 2 8n

n n
S n n n n

          
 

，

所以，当 12n  或 13n  时  min
78nS   ．

4．(2021 年新高考全国Ⅱ卷·第 17 题) 记 nS 是公差不为 0 的等差数列 na 的前 n 项和，若

3 5 2 4 4,a S a a S  ．

(1)求数列 na 的通项公式 na ；

(2)求使 n nS a> 成立的 n 的最小值．

【答案】解析:(1)由等差数列的性质可得： 5 35S a ，则： 3 3 35 , 0a a a \  ，

设等差数列的公差为 d ，从而有：    2
2 4 3 3a a a d a d d     ，



     4 1 2 3 4 3 3 3 32 2S a a a a a d a d a a d d             ，

从而： 2 2d d   ，由于公差不为零，故： 2d  ，数列的通项公式为：  3 3 2 6na a n d n     ．

(2)由数列的通项公式可得： 1 2 6 4a     ，则：     21
4 2 6

2n

n n
S n n n


       ，

则不等式 n nS a> 即： 2 5 2 6n n n >  ，整理可得：   1 6 0n n  > ，解得： 1n < 或 6n > ，又 n为正整数，

故 n的最小值为 7 ．

题型三：等比数列的定义与性质

1．(2018 年高考数学课标Ⅲ卷（理）·第 17 题) (12 分)等比数列 na 中， 1 1a  ， 5 34a a

(1)求 na 的通项公式；

(2)记 nS 为 na 的前 n 项和，若 63mS  ，求m ．

【答案】(1) 12n
na  或   12 n

na   ；(2) 6m 

【官方解析】(1)设 na 的公比为 q ，由题设得 1n
na q 

由已知得
4 24q q ，解得 0q  (舍去)， 2q   或 2q 

故   12 n
na   或 12n

na 

(2)若   12 n
na   ，则

 1 2
3

m

mS
 

 ，由 63mS  ，得  2 188m   ，此方和没有正整数解

若 12n
na  ，则 2 1m

mS   ，由 63mS  ，得 2 64m  ，解得 6m 

综上， 6m  ．

【民间解析】(1)设等比数列 na 的公比为 q ，由 1 1a  ， 5 34a a 可得
4 21 4 1q q    ，所以

2 4q 

所以 2q  ±

当 2q  时， 1 1
1 2n n

na a q    ；当 2q   时，   11
1 2 nn

na a q   

(2)由(1)可知 2q  ±



当 2q  时，由
 1 1

63 63
1

m

m

a q
S

q


 Þ 


即
1 2 63
1 2

m



，即 62 64 2m   ，所以 6m  ；

当 2q   时，由
 1 1

63 63
1

m

m

a q
S

q


 Þ 


即
 1 2

63
1 2

m 



，即  2 188m   ，无解

综上可知 6m  ．

2．(2016 高考数学课标Ⅲ卷理科·第 17 题) 已知数列 na 的前 n 项和 1n nS al  ,其中 0l ¹ .

(Ⅰ)证明 na 是等比数列,并求其通项公式;

(Ⅱ)若 5
31
32

S  ,求l .

【答案】(Ⅰ) 11 ( )
1 1

n
na l

l l


 
;(Ⅱ) 1l   .

【解析】(Ⅰ)由题意得 1 1 11a S al   ,故 1l ¹ , 1
1

1
a

l



, 1 0a ¹ .

由 1n nS al  , 1 11n nS al   得 1 1n n na a al l   ,即 1( 1)n na al l   .

由 1 0a ¹ , 0l ¹ 得 0na ¹ ,所以 1

1
n

n

a
a

l
l

 


.

因此 na 是首项为
1

1 l
,公比为

1
l

l 
的等比数列,于是 11 ( )

1 1
n

na l
l l


 

.

(Ⅱ)由(Ⅰ)得 1 ( )
1

n
nS l

l
 


,由 5

31
32

S  得 5 311 ( )
1 32

l
l

 


,即 5 1( )
1 32

l
l




,解得 1l   .

题型四：数列的求和

1．(2018年高考数学课标Ⅱ卷（理）·第17题) (12分)记 nS 为等差数列{ }na 的前 n项和，已知 1 7a   ， 3 15S   ．

(1)求{ }na 的通项公式；

(2)求 nS ，并求 nS 的最小值．

【答案】解析：(1)设 na 的公差为 d ，由题意得 13 3 15a d   ．

由 1 7a  得 2d  ，所以{ }na 的通项公式为 2 9na n  ．

(2)由(1)得 2 28 ( 4) 16nS n n n     ．

所以当 4n  时， nS 取得最小值，最小值为 16 ．

2．(2016高考数学课标Ⅱ卷理科·第 17题) (本题满分 12分) nS 为等差数列 na 的前 n 项和，且 1 7=1 28.a S， 

记  = lgn nb a ，其中 x 表示不超过 x 的最大整数，如   0.9 =0 lg99 =1， ．



(I)求 1 11 101b b b， ， ；(II)求数列 nb 的前 1 000 项和．

【答案】(1)  1 lg1 0b   ，  11 lg11 1b   ，  101 lg101 2b   ；(2)1893．

【解析】(1)设 na 的公差为 d ，据已知有7 21 28d  ，解得 1d  ．

所以数列 na 的通项公式为 na n ．

 1 lg1 0b   ，  11 lg11 1b   ，  101 lg101 2b   ．

(2)因为

0, 1 10,
1, 10 100,
2, 100 1000,
3, 1000,

n

n
n

b
n

n

£ <
ï £ <ï  £ <ï
ï 

所以数列 nb 的前1000项和为1 90 2 900 3 1 1893      ．

3．(2020 年新高考全国Ⅰ卷（山东）·第 18 题) 已知公比大于1的等比数列{ }na 满足 2 4 320, 8a a a   ．

(1)求{ }na 的通项公式；

(2)记 mb 为{ }na 在区间 *(0, ]( )m m  N 中的项的个数，求数列{ }mb 的前100项和 100S ．

【答案】(1) 2n
na  ；(2) 100 480S  ．

解析：(1)由于数列 na 是公比大于1的等比数列，设首项为 1a ，公比为q，依题意有

3
1 1

2
1

20
8

a q a q
a q

  



，解

得解得 1 2, 2a q  ，或 1
132,
2

a q  (舍)，

所以 2n
na  ，所以数列 na 的通项公式为 2n

na  ．

(2)由于 1 2 3 4 5 6 72 2,2 4,2 8,2 16, 2 32,2 64,2 128       ，所以

1b 对应的区间为：  0,1 ，则 1 0b  ；

2 3,b b 对应的区间分别为：    0,2 , 0,3 ，则 2 3 1b b  ，即有 2 个1；

4 5 6 7, , ,b b b b 对应的区间分别为：        0,4 , 0,5 , 0,6 , 0,7 ，则 4 5 6 7 2b b b b    ，即有 22 个 2 ；

8 9 15, , ,b b b 对应的区间分别为：      0,8 , 0,9 , , 0,15 ，则 8 9 15 3b b b    ，即有 32 个3；

16 17 31, , ,b b b 对应的区间分别为：      0,16 , 0,17 , , 0,31 ，则 16 17 31 4b b b    ，即有 42 个 4 ；



32 33 63, , ,b b b 对应的区间分别为：      0,32 , 0,33 , , 0,63 ，则 32 33 63 5b b b    ，即有 52 个5；

64 65 100, , ,b b b 对应的区间分别为：      0,64 , 0,65 , , 0,100 ，则 64 65 100 6b b b    ，即有37 个

6．

所以
2 3 4 5

100 1 2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 37 480S              ．

4．(2020 年新高考全国卷Ⅱ数学（海南）·第 18 题) 已知公比大于1的等比数列{ }na 满足

2 4 320, 8a a a   ．

(1)求{ }na 通项公式；

(2)求 1
1 2 2 3 1( 1)n

n na a a a a a
 ¼  ．

【答案】(1) 2n
na  ；(2)

2 38 2( 1)
5 5

n
n



 

解析：(1) 设等比数列 na 的公比为 q(q>1)，则

3
2 4 1 1

2
3 1

20
8

a a a q a q
a a q

    


 
，

整理可得： 22 5 2 0q q   ，

11, 2, 2q q a>  Q ，

数列的通项公式为：
12 2 2n n

na  ×  ．

(2)由于：      1
1 2 11 1 11 2 21 1 2n nn n nn

n na a   
       ，故：

1
1 2 2 3 1( 1)n

n na a a a a a
 ¼ 

3 5 7 9 1 2 12 2 2 2 ( 1) 2n n     ¼  ×

 
 

3 2
2 3

2

2 1 2 8 2( 1)
5 51 2

n
n

n


é ù ê úë û   
 

．

5．(2023 年全国甲卷理科·第 17 题) 设 nS 为数列 na 的前 n 项和，已知 2 1,2 n na S na  ．

(1)求 na 的通项公式；

(2)求数列
1

2
n

n

a  ü
 ý
 þ

的前 n 项和 nT ．

的



【答案】(1) 1na n      

(2)   12 2
2

n

nT n      
 

解析：(1)因为 2 n nS na ，

当 1n  时， 1 12a a ，即 1 0a  ；

当 3n  时，  3 32 1 3a a  ，即 3 2a  ，

当 2n ³ 时，  1 12 1n nS n a   ，所以    1 12 21n n nn nS S ana n a    ，

化简得：     12 1n nn a n a    ，当 3n ³ 时， 1 3 1
1 2 2

n na a a
n n

   
 

 ，即 1na n  ，

当 1,2,3n  时都满足上式，所以  *1 Nna n n   ．

(2)因为 1

2 2
n

n n

a n  ，所以

1 2 31 1 1 11 2 3
2 2 2 2

n

nT n                      
       

 ，

2 3 11 1 1 1 11 2 ( 1)
2 2 2 2 2

n n

nT n n


                       
       

 ，

两式相减得，

1 2 3 1 11 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 11
2 2

2
211

n n

n

n

n n nT
 

                         
         

é ù  ê ú 
 ê úë û 




 
   ，

11 1
2 2

nn      
  

，即   12 2
2

n

nT n      
 

， *Nn ．

6.(2020 天津高考·第 19 题) 已知 na 为等差数列， nb 为等比数列，

   1 1 5 4 3 5 4 31, 5 , 4a b a a a b b b      ．

(Ⅰ)求 na 和 nb 的通项公式；

(Ⅱ)记 na 的前 n项和为 nS ，求证：  2 *
2 1n n nS S S n <  N ；



(Ⅲ)对任意的正整数 n，设

 
2

1

1

3 2
, ,

, .

n n

n n
n

n

n

a b
n

a a
c

a n
b







 
ï
ï 
ï
ï

为奇数

为偶数

求数列 nc 的前 2n 项和．

【答案】(Ⅰ) na n ， 12n
nb  ；(Ⅱ)证明见解析；(Ⅲ) 4 6 5 4

2 1 9 4 9

n

n

n
n


 

 
．

【解析】(Ⅰ)设等差数列 na 的公差为 d ，等比数列 nb 的公比为 q．由 1 1a  ，  5 4 35a a a  ，可得

1d ¹ ．

从而 na 的通项公式为 na n ．由  1 5 4 31, 4b b b b   ，又 0q ¹ ，可得 2 4 4 0q q   ，解得 2q  ，

从而 nb 的通项公式为 12n
nb  ．

(Ⅱ)证明：由(Ⅰ)可得
( 1)

2n
n nS 

 ，

故 2
1 ( 1)( 2)( 3)
4n nS S n n n n     ，    2 22

1
1 1 2
4nS n n    ，

从而
2

2 1
1 ( 1)( 2) 0
2n n nS S S n n      < ，所以 2

2 1n n nS S S < ．

(Ⅲ)当 n为奇数时，
  1 1 1

2

3 2 (3 2)2 2 2
( 2) 2

n n n
n n

n
n n

a b nc
a a n n n n

  



 
   

 
，

当 n为偶数时，
1

1

1
2

n
n n

n

a nc
b






  ，

对任意的正整数 n，有
2 2 2 2

2 1
1 1

2 2 2 1
2 1 2 1 2 1

n n k k n

k
k k

c
k k n




 

 
        

  ，

和 2 2 3 1
1 1

2 1 1 3 5 2 3 2 1
44 4 4 4 4

n n

k k n n
k k

k n nc 
 

  
          ①

由①得 2 2 3 14
1

1 1 3 5 2 3 2 1
4 4 4 4 4 4

n

k n n
k

n nc 


 
        ②

由①②得 2 2 1 1
1

2 11
3 1 2 2 2 1 1 2 14 4

14 4 44 4 4 41
4

n n

k n n n
k

n nc  


           


  ，

由于 1 1

2 11
1 2 1 2 2 1 1 2 1 1 5 6 54 4

1 4 3 3 4 4 124 4 4 3 41
4

n

n n n n
n n n

 

                


，



从而得： 2
1

5 6 5
9 9 4

n

k n
k

nc



 

 ．

因此，
2

2 1 2
1 1 1

4 6 5 4
2 1 9 4 9

nn n n

k k k n
k k k

nc c c
n

  


    

    ．所以，数列 nc 的前 2n 项和为
4 6 5 4

2 1 9 4 9

n

n

n
n


 

 
．

7．(2014 高考数学山东理科·第 19 题) 已知等差数列{ }na 的公差为 2，前 n 项和为 nS ，且 1 2 4, ,S S S 成等比

数列．

(Ⅰ)求数列{ }na 的通项公式；

(Ⅱ)令 1

1

4( 1)n
n

n n

nb
a a





  ，求数列{ }nb 的前 n 项和 nT ．

【答案】(1) 2 1na n  ；(2)

2 2 ,
2 1

2 ,
2 1

n

n n
nT

n n
n


ïï  
ï
ï 

为奇数，

为偶数.
(或

12 1 ( 1)
2 1

n

n
nT

n

  



)

解析：(1)因为 1 1S a ， 2 1 1
2 12 2 2 2

2
S a a

     ，

       4 1 1
4 34 2 4 12

2
S a a

     ，

由题意得    2
1 1 12 2 4 12a a a   ，解得 1 1a  ，

所以 2 1na n  ．

(2)   1

1

41 n
n

n n

nb
a a





     1 14 1 11 1
(2 1)(2 1) 2 1 2 1

n nn
n n n n

            
．

当 n 为偶数时，
1 1 1 1 1 1 11
3 3 5 2 3 2 1 2 1 2 1nT

n n n n
                                



                 
1 21

2 1 2 1
n

n n
  

 
．

当 n 为奇数时，
1 1 1 1 1 1 11
3 3 5 2 3 2 1 2 1 2 1nT

n n n n
                                



                 
1 2 21

2 1 2 1
n

n n


  
 

．



所以

2 2 ,
2 1

2 ,
2 1

n

n n
nT

n n
n


ïï  
ï
ï 

为奇数，

为偶数.
(或

12 1 ( 1)
2 1

n

n
nT

n

  



)

8． (2014 高考数学江西理科 ·第 18 题 ) 已知首项都是 1 的两个数列 ( ),满足

．

(1)令 ,求数列 的通项公式;

(2)若 ,求数列 的前 n 项和

【答案】(1) (2)  

分析:(1)已知数列 ,因此对 变形为 所以数列

是以首项 ,公差 的等差数列,故  

(2) 由 知 , 是 等 差 乘 等 比 型 , 所 以 求 和 用 错 位 相 减

法． ,  

相减得  

所以  

解析:(1)因为 ,  

所以  

所以数列 是以首项 ,公差 的等差数列,故  

(2)由 知  

于是数列 前 n 项和  

 

相减得  

所以  

考点:等差数列定义,错位相减求和 

13n
nb 

2 1.nc n  ( 1) 3 1.n
nS n  × 

1
1

1

2, 2n n
n n

n n

a a c c
b b






   

{ }nc 1 1c  2d  2 1.nc n 

13n
nb  1(2 1)3n

n n na c b n   

0 1 11 3 3 3 (2 1) 3n
nS n  ×  ×    × 1 23 1 3 3 3 (2 1) 3n

nS n ×  ×    ×

1 2 12 1 2 (3 3 3 ) (2 1) 3 2 (2 2) 3n n n
nS n n   ×     ×    ×

( 1) 3 1.n
nS n  × 

1
1

1

2, 2n n
n n

n n

a a c c
b b






   

{ }nc 1 1c  2d  2 1.nc n 

13n
nb  1(2 1)3n

n n na c b n   

0 1 11 3 3 3 (2 1) 3n
nS n  ×  ×    ×

1 23 1 3 3 3 (2 1) 3n
nS n ×  ×    ×

1 2 12 1 2 (3 3 3 ) (2 1) 3 2 (2 2) 3n n n
nS n n   ×     ×    ×

( 1) 3 1.n
nS n  × 



9．(2014 高考数学大纲理科·第 18 题) 等差数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，已知 1 10a  ， 2a 为整数，且

4nS S£ ．

(1)求{ }na 的通项公式；

(2)设
1

1
n

n n

b
a a 

 ，求数列{ }nb 的前 n 项和 nT ．

【答案】(1) 13 3na n= - ；(2)
 10 10 3n

nT
n




解析：(1)设等差数列{ }na 的公差为 d ，而 1 10a  ，从而有 10 ( 1)na n d  

若 0d  ， 10nS n ，此时 4nS S£ 不成立

若 0d > ，数列{ }na 是一个单调递增数列， nS 随着 n 的增大而增大，也不满足 4nS S£

当 0d < 时 ， 数 列 { }na 是 一 个 单 调 递 减 数 列 ， 要 使 4nS S£ ， 则 须 满 足
5

4

0
0

a
a

£
 ³

即

10 4 0 10 5
10 3 0 3 2

d
d

d
 £

Þ  £ £   ³
，又因为 2 1a a d  为整数，所以 d Z ，所以 3d  

此时 10 3( 1) 13 3na n n    

(2)由(1)可得
1

1 1 1 1 1 1( )
(13 3 )(10 3 ) (3 13)(3 10) 3 13 3 10 3n

n n

b
a a n n n n n n

     
     

所以
1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( )) ( ( )) ( )
3 10 7 3 7 4 3 13 3 10 3nT

n n
           

 


1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( ( ) ( ) ( ) ) ( )
3 10 7 7 4 3 13 3 10 3 10 3 10 10(3 10)

n
n n n n

              
   

 ．

10． (2015 高考数学新课标 1 理科 ·第 17 题 ) (本小题满分 12 分 ) nS 为数列 { }na 的前 n 项和．已知

20, 2 4 3.n n n na a a S>   

(Ⅰ)求{ }na 的通项公式：

(Ⅱ)设
1

1
2n

n n

b
a a 

 ,求数列{ }nb 的前 n 项和



【答案】(Ⅰ) 2 1n  (Ⅱ)
1 1
6 4 6n




分析：(Ⅰ)先用数列第 n 项与前 n 项和的关系求出数列{ na }的递推公式，可以判断数列{ na }是等差数列，利

用等差数列的通项公式即可写出数列{ na }的通项公式；(Ⅱ)根据(Ⅰ)数列{ nb }的通项公式，再用拆项消去法求

其前 n 项和．

解析：(Ⅰ)当 1n  时， 2
1 1 1 12 4 3 4 +3a a S a    ，因为 0na > ，所以 1a =3，

当 2n ³ 时， 2 2
1 1n n n na a a a    = 14 3 4 3n nS S    = 4 na ，即 1 1 1( )( ) 2( )n n n n n na a a a a a      ，因为

0na > ，所以 1n na a  =2，

所以数列{ na }是首项为 3，公差为 2 的等差数列，

所以 na = 2 1n  ；

(Ⅱ)由(Ⅰ)知， nb =
1 1 1 1( )

(2 1)(2 3) 2 2 1 2 3n n n n
 

   
，

所以数列{ nb }前 n 项和为 1 2 nb b b   =
1 1 1 1 1 1 1[( ) ( ) ( )]
2 3 5 5 7 2 1 2 3n n

     
 

  =
1 1
6 4 6n




．

11 ． (2015 高 考 数 学 天 津 理 科 · 第 18 题 ) ( 本 小 题 满 分 13 分 ) 已 知 数 列 满 足

*
2 ( ) N ,n na qa q q n  ¹ 为实数，且 1，

1 21, 2a a  ，且 成等差数列．

(Ⅰ)求 的值和 的通项公式；

(Ⅱ)设 *2 2

2 1

log ,n
n

n

ab n
a 

  N ，求数列 的前 项和．

【答案】(Ⅰ) ; (Ⅱ) ．

解析：(Ⅰ) 由已知，有 ，即 ，

所以 ，又因为 ，故 ，由 ，得 ，

当 时， ，

{ }na

2 3 3 4 4 5, ,a a a a a a+ + +

q { }na

{ }nb n

1
2

2

2 ,

2 , .

n

n n

n
a

n


ï 
ï


为奇数,

为偶数
1
24

2n n
nS 


 

( ) ( ) ( ) ( )3 4 2 3 4 5 3 4a a a a a a a a+ - + = + - + 4 2 5 3a a a a  

2 3( 1) ( 1)a q a q   1q ¹ 3 2 2a a  3 1a a q 2q 

2 1( *)n k n N  
1

1 2
2 1 2 2

n
k

n ka a



  



当 时， ，

所以 的通项公式为

 (Ⅱ) 由(Ⅰ)得 ，设数列 的前 项和为 ，则

，

两式相减得

，

整理得

所以数列 的前 项和为 ．

12．(2015 高考数学山东理科·第 18 题) 设数列 na 的前 n 项和为 nS ．已知 2 3 3n
nS   ．

(Ⅰ)求 na 的通项公式；

(Ⅱ)若数列 nb 满足 3logn n na b a ，求 nb 的前 n 项和 nT ．

【答案】(Ⅰ) 1

3, 1,
3 , 1,n n

n
a

n


 

>
; (Ⅱ)

13 6 3
12 4 3n n

nT 
 


．

分析：(Ⅰ)利用数列前 n  项和 nS  与通项 na  的关系求解；

(Ⅱ)结合第(Ⅰ)问的结果，利用关系式 3logn n na b a 求出数列 nb 的通项公式，并结合其通项的结构特征，采

用错位相减法求其前 n 项和 nT ．

解析：

(Ⅰ)因为 2 3 3n
nS    

所以， 12 3 3a    ，故 1 3,a   

当 1n >  时， 1
12 3 3,n

nS 
    

2 ( *)n k n N  2
2 2 2

n
k

n ka a  

{ }na

1
2

2

2 ,

2 , .

n

n n

n
a

n


ï 
ï


为奇数,

为偶数

2 2
1

2 1

log
2

n
n n

n

a nb
a 



   nb n nS

0 1 2 1
1 1 1 11 2 3
2 2 2 2n nS n         

1 2 3
1 1 1 1 11 2 3
2 2 2 2 2n nS n        

2 3 1

111 1 1 1 1 221 212 2 2 2 2 2 2 2 21
2

n

n n n n n n
n n nS 


           




1
24

2n n
nS 


 

 nb n 1
24 , *

2n
n n N


 



此时， 1
12 2 2 3 3 ,n n

n n na S S 
     即 13 ,n

na   

所以， 1

3, 1,
3 , 1,n n

n
a

n


 

>
 

(Ⅱ)因为 3logn n na b a  ，所以 1
1
3

b   

当 1n >  时，  1 1 1
33 log 3 1 3n n n

nb n     ×  

所以 1 1
1
3

T b   

当 1n >  时，

  1 2 1
1 2 3

1 1 3 2 3 1 3
3

n
n nT b b b b n                

所以   0 1 23 1 1 3 2 3 1 3 n
nT n        

两式相减，得

   0 1 2 122 3 3 +3 1 3
3

n n
nT n        ×   

1
1

1

2 1 3 1 3
3 1 3

n
nn







    ×


 

13 6 3
6 2 3n

n 
 


 

所以
13 6 3
12 4 3n n

nT 
 


经检验， 1n   时也适合，

综上可得：
13 6 3
12 4 3n n

nT 
 


 

13．(2015 高考数学湖北理科·第 18 题) (本小题满分 12 分)设等差数列{ }na 的公差为 d ，前 n 项和为 nS ，等

比数列{ }nb 的公比为 q ．已知 1 1b a ， 2 2b  ， q d ， 10 100S  ．

(Ⅰ)求数列{ }na ，{ }nb 的通项公式；

(Ⅱ)当 1d > 时，记 n
n

n

ac
b

 ，求数列{ }nc 的前 n 项和 nT ．

【答案】解析：(Ⅰ)由题意有， 1

1

10 45 100,
2,

a d
a d

 
 

 即 1

1

2 9 20,
2,

a d
a d

 
 

解得 1 1,
2,

a
d


 

 或
1 9,

2 .
9

a

d


ï


ï

 故 1

2 1,

2 .
n

n
n

a n

b 

 ï


ï
或

1

1 (2 79),
9

29 ( ) .
9

n

n
n

a n

b 

  ïï

ï  ×
ï

(Ⅱ)由 1d > ，知 2 1na n  ， 12n
nb  ，故 1

2 1
2n n

nc 


 ，



于是 2 3 4 1

3 5 7 9 2 11
2 2 2 2 2n n

nT 


       ，          ①

2 3 4 5

1 1 3 5 7 9 2 1
2 2 2 2 2 2 2n n

nT 
       ．        ②

①-②可得 2 2

1 1 1 1 2 1 2 32 3
2 2 2 2 2 2n n n n

n nT 

 
        ，

故 nT 1

2 36
2n

n



  ．

14．(2017 年高考数学天津理科·第 18 题) 已知 为等差数列,前 项和为 , 是首项为 的

等比数列,且公比大于 , , , ．

(1)求 和 的通项公式;

(2)求数列 的前 项和 ．

【答案】(1)  (2)  

【解析】(1)设等差数列 的公差为 ,等比数列 的公比为 ． 

由已知 ,得 ,而 ,所以 ． 

又因为 ,解得 ．所以, ． 

由 ,可得 ①． 

由 ,可得 ②, 

联立①②,解得 , ,由此可得 ． 

所以,数列 的通项公式为 ,数列 的通项公式为 ． 

(2)解:设数列 的前 项和为 , 

由 , ,有 , 

故 , 

, 

上述两式相减,得  

{ }na n ( )nS n  N { }nb 2

0 2 3 12b b  3 4 12b a a  11 411S b

{ }na { }nb

2 2 1{ }n na b  n ( )n  N

2n
nb  13 2 84

3 3
nn 

 

 na d  nb q

2 3 12b b  2
1( ) 12b q q  1 2b  2 6 0q q  

0q > 2q  2n
nb 

3 4 12b a a  13 8d a 

11 4=11S b 1 5 16a d 

1 1a  3d  3 2na n 

{ }na 3 2na n  { }nb 2n
nb 

2 2 1{ }n na b  n nT

2 6 2na n  1
2 1 2 4n

nb 
   2 2 1 (3 1) 4n

n na b n   

2 32 4 5 4 8 4 (3 1) 4n
nT n         

2 3 4 14 2 4 5 4 8 4 (3 4) 4 (3 1) 4n n
nT n n             

2 3 13 2 4 3 4 3 4 3 4 (3 1) 4n n
nT n             



  

得 ． 

所以,数列 的前 项和为 ． 

 

15．(2016 高考数学山东理科·第 18 题) (本小题满分 12 分)已知数列 na  的前 n 项和 23 8nS n n  ， nb

是等差数列，且 1.n n na b b    

(Ⅰ)求数列 nb 的通项公式；

(Ⅱ)令
1( 1) .

( 2)

n
n

n n
n

ac
b





 求数列 nc 的前 n 项和 nT ．

【答案】(Ⅰ) 13  nbn ；(Ⅱ) 223 × n
n nT ．

【解析】(Ⅰ)由题意知当 2³n 时， 561   nSSa nnn ，当 1n 时， 1111  Sa ，

所以 56  nan ．设数列 nb 的公差为d ，由







322

211

bba
bba

，即







db
db
3217

211

1

1
，

可解得 3,41  db ,所以 13  nbn ．

(Ⅱ)由(Ⅰ)知
1

1(6 6) 3( 1) 2
(3 3)

n
n

n n

nc n
n




   ×


，又 nn ccccT ××× 321 ，

得 2 3 4 13 [2 2 3 2 4 2 ( 1) 2 ]n
nT n         ×××    ，

3 4 5 22 3 [2 2 3 2 4 2 ( 1) 2 ]n
nT n         ×××   ，

两式作差，得
2 3 4 1 23 [2 2 2 2 2 ( 1) 2 ]n n

nT n        ×××   

2 24(2 1)3 [4 ( 1) 2 ] 3 2
2 1

n
n nn n 

        ×


所以 223 × n
n nT

16．(2020 年高考课标Ⅰ卷理科·第 17 题) 设{ }na 是公比不为 1 的等比数列， 1a 为 2a ， 3a 的等差中项．

1

1

12 (1 4 ) 4 (3 1) 4
1 4

(3 2) 4 8.

n
n

n

n

n





 
    


    

13 2 84
3 3

n
n

nT 
  

2 2 1{ }n na b  n 13 2 84
3 3

nn 
 



(1)求{ }na 的公比；

(2)若 1 1a  ，求数列{ }nna 的前 n 项和．

【答案】(1) 2 ；(2) 1 (1 3 )( 2)
9

n

n
nS   

 ．

【解析】(1)设{ }na 的公比为q， 1a 为 2 3,a a 的等差中项，

2
1 2 3 12 , 0, 2 0a a a a q q  ¹ \   Q ，

1, 2q q¹ \  Q ；

(2)设{ }nna 前 n 项和为 nS ，
1

1 1, ( 2)n
na a    ，

2 11 1 2 ( 2) 3 ( 2) ( 2)n
nS n            ，①

2 3 12 1 ( 2) 2 ( 2) 3 ( 2) ( 1)( 2) ( 2)n n
nS n n               ，②

①②得，
2 13 1 ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)n n

nS n         

1 ( 2) 1 (1 3 )( 2)( 2)
1 ( 2) 3

n n
n nn    

   
 

，

1 (1 3 )( 2)
9

n

n
nS   

\  ．

17．(2020 年高考课标Ⅲ卷理科·第 17 题) 设数列{an}满足 a1=3， 1 3 4n na a n   ．

(1)计算 a2，a3，猜想{an}的通项公式并加以证明；

(2)求数列{2nan}的前 n 项和 Sn．

【答案】(1) 2 5a  ， 3 7a  ， 2 1na n  ，证明见解析；(2) 1(2 1) 2 2n
nS n   ×  ．

解析：(1)由题意可得 2 13 4 9 4 5a a     ， 3 23 8 15 8 7a a     ，

由数列 na 的前三项可猜想数列 na 是以3为首项，2 为公差的等差数列，即 2 1na n  ，

证明如下：

当 1n  时， 1 3a  成立；

假设 n k 时， 2 1ka k  成立．

的



那么 1n k  时， 1 3 4 3(2 1) 4 2 3 2( 1) 1k ka a k k k k k           也成立．

则对任意的 *n N ，都有 2 1na n  成立；

(2)由(1)可知， 2 (2 1) 2n n
na n×   ×

2 3 13 2 5 2 7 2 (2 1) 2 (2 1) 2n n
nS n n         ×   × ，①

2 3 4 12 3 2 5 2 7 2 (2 1) 2 (2 1) 2n n
nS n n          ×   × ，②

由①②得：  2 3 16 2 2 2 2 (2 1) 2n n
nS n          ×

 2 1
1

2 1 2
6 2 (2 1) 2

1 2

n
nn





     ×




1(1 2 ) 2 2nn   ×  ，

即
1(2 1) 2 2n

nS n   ×  ．

【点睛】本题主要考查了求等差数列的通项公式以及利用错位相减法求数列的和，属于中档题．

18．(2014高考数学浙江理科·第19题) 已知数列 na 和 nb 满足     Nnaaa nb

n 221  ．若 na 为等比

数列，且 .6,2 231 bba 

(1)求 na 与 nb ；

(2)设   Nn
ba

c
nn

n
11

。记数列 nc 的前 n 项和为 nS ．

(i)求 nS ；

(ii)求正整数 k ，使得对任意  Nn ，均有 nk SS ³ ．

【答案】解析：(I)由题意，     Nnaaa nb

n 221  ， 3 2 6b b  ，知   3 2

3 2 8
b b

a


  ，又有 1 2a  ，

得 公 比 2q  ( 2q   舍 去 ) ， 所 以 数 列  na 的 通 项 公 式 为 2 ( )n
na n N   ， 所 以

 

   1 1
2

1 2 3 2 2
n n n n

na a a a
 

  ，故数列 nb 的通项公式为，  1 ( )nb n n n N    ；



(II)(i)由(I)知，
1 1 1 1 1 ( )

2 1n n
n n

c n N
a b n n

        
，所以

1 1 ( )
1 2n nS n N

n
  


；

(ii) 因 为 1 2 3 40, 0, 0, 0c c c c > > > ； 当 5n ³ 时 ，
 

 11 1
1 2n n

n n
c

n n
é ù

 ê ú ë û
， 而

       
1 1

1 1 2 1 2
0

2 2 2n n n

n n n n n n
 

    
  > ，得

   
5

1 5 5 1
1

2 2n

n n  
£ < ，所以当 5n ³ 时， 0nc < ，综

上对任意 n N  恒有 4 nS S³ ，故 4k  ．

19．(2014 高考数学上海理科·第 23 题) 已知数列 na 满足 1 1
1 3 , , 1
3 n n na a a n a

£ £  N ．

(1)若 2 3 42, , 9a a x a   ，求 x 的取值范围；

(2)若 na 是公比为 q 的等比数列， 1 2n nS a a a    ，若 1
1 3
3 n n nS S S£ £ ， n  N ，

求 q 的取值范围；

(3)若 1 2, , , ka a a 成等差数列，且 1 2 1000ka a a    ，求正整数 k 的最大值，以及 k 取最大值时相应

数列 1 2, , , ka a a 的公差．

【答案】

解析:(1)由条件得
2 6
3

x£ £ 且 9 3
3
x x£ £ ，解得3 6x£ £ ．

所以 x 的取值范围是[3,6]．……3 分

(2)由 1 3
3 n na a£ ，且 1

1 0n
na a q  ¹ ，得 0na > ，所以 1

1
3 n nS S £ ……4 分

又 +1
1 3
3 n n na a a£ £ ，所以

1 3
3

q£ £ ．……5 分

当 1q  时， nS n ， 1 1nS n   ，由 1 3n n £ 得 1 3n nS S £ 成立．……6 分

当 1q ¹ 时， 1 3n nS S £ 即

11 13
1 1

n nq q
q q

 
£ ×

 
．

①若1 3q< £ ，则  3 2nq q ³

由
*, ,nq q n³  N 得  3 2q q ³ ，所以1 2q< £ ……8 分

②若
1 1
3

q£ < ，则  3 2nq q £ ．



由
*, ,nq q n£  N 得  3 2q q £ ，所以

1 1
3

q£ <

综上， q 的取值范围为
1 ,2
3

é ù
ê úë û

．……10 分

(3)设数列 1 2, , , ka a a 的公差为 d ．由 1
1 3
3 n n na a a£ £ ，且 1 1a  ，

得    1 1 1 1+ 3 1 1 , 1,2, , 1.
3

n d nd n d n k  £ £    é ù é ùë û ë û 

即
 
 
2 3 2,

1,2, , 1.
2 1 2,

n d
n k

n d

 ³ ï  
 ³ ï



当 1n  时，
2 2
3

d £ £ ，

当 2, 1n k  时，由
2 2 ,

2 1 2 3n n
 

>
 

得
2 ,

2 1
d

n


³


所以
2 2 .

2 1 3
d

k


³ ³ 


……14 分

所以
   

1

1 1 21000
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ka d k

k
  

  ³ 


，即 2 2000 1000 0k k  £ ，

得 1999k £ ．……17 分

所以 k 的最大值为1999， 1999k  时， 1 2, , , ka a a 的公差为
1

1999
 ．……18 分．

题型五：数列中的新定义问题

1 ． (2017 年 高 考 数 学 江 苏 文 理 科 · 第 19 题 ) 对 于 给 定 的 正 整 数 , 若 数 列 满 足

对任意正整数 总成立,则称数列 是“ 数列”．

(1)证明:等差数列 是“ 数列”;

(2)若数列 既是“ 数列”,又是“ 数列”,证明: 是等差数列．

【答案】(1)见解析(2)见解析 

解析:证明:(1)因为 是等差数列,设公差为 d,则 , 

k { }na

1 1 1 1n k n k n n n k n ka a a a a a              

2 nka ( )n n k> { }na ( )P k

{ }na (3)P

{ }na (2)P (3)P { }na

{ }na 1 ( 1)na a n d  



从而,当 时,  

 

所以 , 

因此等差数列 是“ 数列”; 

(2)数列 既是“ 数列”,又是“ 数列”,因此, 

当 时, ,① 

当 时, ．② 

由①知, ,③ 

,④ 

将③④代入②,得 , 

所以 是等差数列,设其公差为  

在①中,取 ,则 ,所以 , 

在①中,取 ,则 ,所以 , 

所以 是等差数列． 

 2．(2023 年北京卷·第 21 题) 已知数列   ,n na b 的项数均为 m ( 2)m > ，且 , {1,2, , },n na b m     ,n na b

的前 n 项和分别为 ,n nA B ，并规定 0 0 0A B  ．对于  0,1,2, ,k m  ，定义

 max , {0,1,2, , }k i kr i B A i m £ ∣  ，其中，max M 表示数集 M 中最大的数． 

(1)若 1 2 3 1 2 32, 1, 3, 1, 3, 3a a a b b b      ，求 0 1 2 3, , ,r r r r 的值；

(2)若 1 1a b³ ，且 1 12 , 1,2, , 1,j jjr r r j m £    ，求 nr ；

(3)证明：存在  , , , 0,1, 2, ,p q s t m  ，满足 , ,p q s t> >  使得 tp sqA B A B   ．

【答案】(1) 0 0r  ， 1 1r  ， 2 1r  ， 3 2r      

(2) ,nr n n  N     

(3)证明见详解

4n≥ 1 1= ( 1) ( 1)n k n ka a a n k d a n k d        

1=2 2( 1) 2 , 1,2,3na n d a k   

3 2 1 1 2 3 6n n n n n n na a a a a a a          

{ }na (3)P

{ }na (2)P (3)P

3n ³ n n n n na a a a a      2 1 1 2 4

4n ³ n n n n n n na a a a a a a          3 2 1 1 2 3 6

n n na a a    3 2 14 1( )n na a 

n n na a a    2 3 14 1( )n na a 

n n na a a ,n  1 1 2 ≥4

3 4 5, , ,a a a  /d

4n  a a a a a   2 3 5 6 44 /a a d 2 3

3n  1 2 4 5 34a a a a a    /
1 2 2a a d 

{ }na



解析：(1)由题意可知： 0 1 2 3 0 1 2 30, 2, 3, 6, 0, 1, 4, 7A A A A B B B B        ，

当 0k  时，则 0 0 00, , 1, 2 , 3iB A B A i  >  ，故 0 0r  ；

当 1k  时，则 0 1 1 1 1, , , 2 , 3iB A B A B A i< < >  ，故 1 1r  ；

当 2k  时，则 2 2 2 3 2, 0,1, , ,iB A i B A B A£  > > 故 2 1r  ；

当 3k  时，则 3 3 3, 0,1, 2,iB A i B A£  > ，故 3 2r  ；

综上所述： 0 0r  ， 1 1r  ， 2 1r  ， 3 2r  ．

(2)由题意可知： nr m£ ，且 nr  N ，

因为 1, 1n na b³ ³ ，则 1 11, 1n nA a B b³  ³  ，当且仅当 1n  时，等号成立，

所以 0 10 , 1r r  ，

又因为 1 12 i i ir r r £  ，则 1 1i i i ir r r r  ³  ，即 1 1 2 1 0 1m m m mr r r r r r   ³  ³ × × × ³   ，

可得 1 1i ir r  ³ ，

反证：假设满足 1 1n nr r  > 的最小正整数为1 1j m£ £  ，

当 i j³ 时，则 1 2i ir r  ³ ；当 1i j£  时，则 1 1i ir r   ，

则      1 1 2 1 00m m m m mr r r r r r r r      ×××    2 2m j j m j³     ，

又因为1 1j m£ £  ，则  2 2 1 1mr m j m m m m³  ³     > ，

假设不成立，故 1 1n nr r   ，

即数列 nr 是以首项为 1，公差为 1 的等差数列，所以 0 1 ,nr n n n     N ．

(3)

(ⅰ)若 m mA B³ ，构建 ,1
nn n rS A B n m  £ £ ，由题意可得： 0nS ³ ，且 nS 为整数，

反证，假设存在正整数 K ，使得 KS m³ ，

则 1, 0
K KK r K rA B m A B  ³  < ，可得    1 1 1K K K K Kr r r K r K rb B B A B A B m        > ，

这与  1 1,2, ,
Kr

b m  ××× 相矛盾，故对任意1 ,n m n£ £  N ，均有 1nS m£ 

①若存在正整数 N ，使得 0
NN N rS A B   ，即

NN rA B ，

可取 0, , Nr p q N s r    ，使得 p s q rB BA A   ；

②若不存在正整数 N ，使得 0NS  ，

.



因为  1,2 , 1nS m m ×××  ，且1 n m£ £ ，

所以必存在1 X Y m£ < £ ，使得 X YS S ，

即
X YX r Y rA B A B   ，可得

Y XX r Y rA B A B   ，

可取 , , ,Y Xp X s r q Y r r    ，使得 p s q rB BA A   ；

(ⅱ)若 m mA B< ，构建 ,1
nn r nS B A n m  £ £ ，由题意可得： 0nS £ ，且 nS 为整数，

反证，假设存在正整数 K ，使得 KS m£  ，

则 1, 0
K Kr K r KB A m B A £   > ，可得    1 1 1K K K K Kr r r r K r Kb B B B A B A m        > ，

这与  1 1,2, ,
Kr

b m  ××× 相矛盾，故对任意1 ,n m n£ £  N ，均有 1nS m³  ．

①若存在正整数 N ，使得 0
NN r NS B A   ，即

NN rA B ，

可取 0, , Nr p q N s r    ，使得 p s q rB BA A   ；

②若不存在正整数 N ，使得 0NS  ，

因为  1, 2, ,1nS m   ×××  ，且1 n m£ £ ，

所以必存在1 X Y m£ < £ ，使得 X YS S ，

即
X Yr X r YB A B A   ，可得

Y XX r Y rA B A B   ，

可取 , , ,Y Xp X s r q Y r r    ，使得 p s q rB BA A   ；

综上所述：存在0 ,0p q m r s m£ < £ £ < £ 使得 p s q rB BA A   ．

3．(2019·上海·第 21 题) 数列 na 有100项， 1a a ，对任意  2,100n ，存在  , 1, 1n ia a d i n    ，

若 ka 与前 n 项中某一项相等，则称 ka 具有性质 P .

(1)若 1 1a  ，求 4a 可能的值；

(2)若 na 不为等差数列，求证： na 中存在满足性质 P ；

(3)若 na 中恰有三项具有性质 P ，这三项和为C ，使用 , ,a d c表示 1 2 100a a a   .

【答案】(1)3,5,7；(2);(3) cda  465697

【解析】(1)由题意， 2 1 3=a a d 



①若 3 4a a、 具有性质 P ，则 4 3 2 3a a a  

②若 3 4a a、 具有性质 P 而 4a 不具有性质 P ，则 3 2 1 4 2 3 13, ,a a a d a a d a d a d        ¹  即

4 5a  ；

③若 3a 不具有性质 P ，则必有 3 2 1 ,a a d a d  ¹  即 3 5=a ；

此时若 4a 具有性质 P ，则 4 5=a ；若 4a 不具有性质 P ，则 4 3 7a a d  

综上所述， 4a 可能的值为 3、5、7

（2）假设 na 中不存在满足性质 P 的项，即对任意  , 1,100 ,i j  均有 i ja a¹ ；

下面数学归纳法证明， na 是等差数列；

①当 2n  时， 2 1 ,a a d  成立；

②设当  , 2,99n k k£  且 k N  时， 1k ka a d  ；

则当 1n k  时，因为 1ka  不具有性质 P ，故 1 1 ( 1,2..., )k i ia a a d i k ¹   

而又存在 1 ( 1,2,..., )k ia a d i k    故， i k ，即 1k ka a d   ；

综上所述，当 na 中不存在满足性质 P 的项时， na 时等差数列成立；

故其逆否命题：当 na 不是等差数列时， na 中存在满足性质 P 的项成立.

（3）由题意，不妨设这三项为 , ,p q ma a a ，其中 2 100p q m£ < < £ ;且 p q ma a a C  

故数列 na ( 1, 2,..., 1)n p  为等差数列； na ( , 1,... 1)n p p q  ， 为等差数列；

 na ( , 1,... 1)n q q  ，m 为等差数列， na ( ,...,100)n m 为等差数列；

若存在 1q p  或 1m q  或 99m  的情况

则去掉相应的  na ( , 1,... 1)n p p q  ， 、  na ( , 1,... 1)n q q  ，m 、  na ( ,...,100)n m 每组等

差数列的公差均为 d ；

且 1 1p p pa a d a d     、 1 1q q qa a d a d     、 1 1m m ma a d a d    

故当数列去掉 , ,p q ma a a 这三项后，构成首项为 a ，公差为 d ，项数 97 项的等差数列；

故这 97 项的和 1
97 (97 1)97 97 4656

2
-S a d a d

    ；

故这 100 个数的和 1 97 4656p q mS S a a a a d C      

4．(2019·江苏·第 20 题) 定义首项为 1 且公比为正数的等比数列为“ M －数列”.

(1)已知等比数列{ }na *( )n  N 满足： 2 4 5 3 2 4, 4 4 0a a a a a a    ，求证:数列{ }na 为“ M －数列”；

(2)已知数列{bn}满足: 1
1

1 2 21,
n n n

b
S b b 

   ，其中 nS 为数列{ }nb 的前 n项和．



①求数列{ }nb 的通项公式；

②设m 为正整数，若存在“ M －数列” { }nc *( )n  N ，对任意正整数 k ，当 k m≤ 时，都有 1k k kc b c ≤ ≤ 成立，

求m 的最大值．

【答案】见解析

【解析】(1)设等比数列{ }na 的公比为 q，所以 1 0a ≠ ， 0q≠

由
2 4 5

3 2 14 4 0
a a a
a a a


   

，得

2 4 4
1 1

2
1 1 14 4 0

a q a q
a q a q a

 ï


  ï
，解得

1 1
2

a
q


 

．

因此数列{ }na 为“M—数列”.

(2)①因为
1

1 2 2

n n nS b b 

  ，所以 0nb ¹

由 1 1 11,b S b  得
2

1 2 2
1 1 b

  ，则 2 2b 

由
1

1 2 2

n n nS b b 

  ，得
1

12( )
n n

n
n n

b bS
b b








当 2n≥ 时，由 1n n nb S S   ，得    
1 1

1 12 2
n n n n

n
n n n n

b b b bb
b b b b

 

 

 
 

整理得 1 1 2n n nb b b   ．

所以数列{ }nb 是首项和公差均为1的等差数列.

因此，数列{ }nb 的通项公式为 nb n  *n  N .

②由①知， kb k ， *k  N .

因为数列{ }nc 为“ M –数列”，设公比为 q，所以 1 1c  ， 0q > .

因为 1k k kc b c ≤ ≤ ，所以 1k kq k q ≤ ≤ ，其中 1 2 3 ,k m ，，， .

当 1k  时，有 q≥1；

当 2 3 ,k m ，， 时，有
ln lnln

1
k kq

k k 
≤ ≤ ．

设f(x)=
ln ( 1)x x

x
> ，则 2

1 ln( ) xf ' x
x


 ．

令 ( ) 0f ' x  ，得 x e .列表如下：



x (1，e) e (e，+∞)

( )f ' x  + 0 –

f(x) 极大值

因为
ln 2 ln8 ln 9 ln 3
2 6 6 3

 <  ，所以 max
ln 3( ) (3)
3

f k f  ．

取 3 3q  ，当 1 2 3,4,5k  ，， 时，
ln lnk q
k

≤ ，即 kk q≤ ，

经检验知 1kq k ≤ 也成立．

因此所求m 的最大值不小于5．

若 6m≥ ，分别取 3,6k  ，得 33 q≤ ，且 5 6q ≤ ，从而 15 243q ≥ ，且 15 216q ≤ ，

所以 q不存在.因此所求m 的最大值小于6.

5．(2019·北京·理·第 20 题) 已知数列{ }na ，从中选取第 1i 项、第 2i 项、…、第 mi 项( 1i < 2i <…< mi )，若

1 2 mi i ia a a< < ××× < ，则称新数列
1 2 mi i ia a a× × ×， ， ， 为{ }na 的长度为 m 的递增子列．规定：数列{ }na 的任意

一项都是{ }na 的长度为 1 的递增子列．

(Ⅰ)写出数列 1，8，3，7，5，6，9 的一个长度为 4 的递增子列；

(Ⅱ)已知数列{ }na 的长度为 p 的递增子列的末项的最小值为
0ma ，长度为 q 的递增子列的末项的最小值为

0na ．若 p＜q，求证：
0ma ＜

0na ；

(Ⅲ)设无穷数列{an}的各项均为正整数，且任意两项均不相等．若{ }na 的长度为 s 的递增子列末项的最小值

为 2 1s  ，且长度为 s 末项为 2 1s  的递增子列恰有 2 1s  个( 1, 2,s  ××× )，求数列{ }na 的通项公式．

【答案】【解析】(Ⅰ)满足题意的一个长度为 4 的递增子列为：1，3，5，6．

(Ⅱ)对于每一个长度为 q 的递增子列 1 2
, , ,

qi i ia a a ，都能从其中找到若干个长度为 p 的递增子列

1 2
, , ,

pi i ia a a ，此时 p qi ia a< ，

设所有长度为 q 的子列的末项分别为： 1 2 3
, , ,iq iq iqa a a  ，

所有长度为 p 的子列的末项分别为： 1 2 3
, , ,ip ip ipa a a  ，则  0 1 2 3

min , , ,n iq iq iqa a a a  ，

注意到长度为 p 的子列可能无法进一步找到长度为 q 的子列，故  0 1 2 3
min , , ,m ip ip ipa a a a£  ，

据此可得：
0 0m na a< ．



(Ⅲ)满足题意的一个数列的通项公式可以是
1,

2,1,4,3,6,5,8,7,
1,n

n n
a

n n
 

 



为偶数

为奇数
，

下面说明此数列满足题意．

很明显数列为无穷数列，且各项均为正整数，任意两项均不相等．

长度为 s 的递增子列末项的最小值为 2 1s  ，

下面用数学归纳法证明长度为 s 末项为 2 1s  的递增子列恰有 12s 个  1,2,s   ：

当 1n  时命题显然成立，

假设当 n k 时命题成立，即长度为 k 末项为 2 1k  的递增子列恰有 12k  个，

则当 1n k  时，对于 n k 时得到的每一个子列
1 2 1
, , , , 2 1

ks s sa a a k


 ，

可构造：  
1 2 1
, , , , 2 1,2 1 1

ks s sa a a k k


   和  
1 2 1
, , , , 2 , 2 1 1

ks s sa a a k k


  两个满足题意的递增

子列，则长度为 k+1 末项为 2k+1 的递增子列恰有  1 112 2 2 2 kk k     个，

综上可得，数列
1,

2,1,4,3,6,5,8,7,
1,n

n n
a

n n
 

 



为偶数

为奇数
是一个满足题意的数列的通项公式．

注：当 3s  时，所有满足题意的数列为：       2,3,5 , 1,3,5 , 2,4,5 , 1,4,5 ，

当 4s  时，数列 2,3,5 对应的两个递增子列为： 2,3,5,7 和 2,3,6,7 ．

6．(2018 年高考数学江苏卷·第 26 题) (本小题满分 10 分)设 *n  N ，对 1，2，···，n 的一个排列 1 2 ni i i ，如

果当 s<t 时，有 s ti i> ，则称 ( , )s ti i 是排列 1 2 ni i i 的一个逆序，排列 1 2 ni i i 的所有逆序的总个数称为其逆序

数．例如：对 1，2，3 的一个排列 231，只有两个逆序(2，1)，(3，1)，则排列 231 的逆序数为 2．记 ( )nf k

为 1，2，···，n 的所有排列中逆序数为 k 的全部排列的个数．

(1)求 3 4(2), (2)f f 的值；

(2)求 (2)( 5)nf n ³ 的表达式(用 n 表示)．

【答案】(1)2  5；(2)n≥5 时， (2)nf 
2 2

2
n n 

．

解析：(1)记 ( )abct 为排列 abc 的逆序数，对 1，2，3 的所有排列，有

(123)=0 (132)=1 (213)=1 (231)=2 (312)=2 (321)=3t t t t t t， ， ， ， ， ，

所以 3 3 3(0) 1 (1) (2) 2f f f  ， ．



对 1，2，3，4 的排列，利用已有的 1，2，3 的排列，将数字 4 添加进去，4 在新排列中的位置只能是最后

三个位置．

因此， 4 3 3 3(2) (2) (1) (0) 5f f f f    ．

(2)对一般的 n(n≥4)的情形，逆序数为 0 的排列只有一个：12…n，所以 (0) 1nf  ．

逆序数为 1 的排列只能是将排列 12…n 中的任意相邻两个数字调换位置得到的排列，所以 (1) 1nf n  ．

为计算 1(2)nf  ，当 1，2，…，n 的排列及其逆序数确定后，将 n+1 添加进原排列，n+1 在新排列中的位置

只能是最后三个位置．

因此， 1(2) (2) (1) (0) (2)n n n n nf f f f f n      ．

当 n≥5 时，

1 1 2 5 4 4(2) [ (2) (2)] [ (2) (2)] [ (2) (2)] (2)n n n n nf f f f f f f f         …

2

4
2( 1) ( 2) 4 (2)

2
n nn n f  

    ¼   ，

因此，n≥5 时， (2)nf 
2 2

2
n n 

．

7．(2018 年高考数学上海·第 21 题) (本题满分 18 分，第 1 小题满分 4 分，第 2 小题满分 6 分，第 3 小题满

分 8 分)

给定无穷数列{ }na ，若无穷数列{ }nb 满足：对任意 ，都有 1n nb a ≤ ，则称{ }nb 与{ }na  “接

近”．

(1)设{ }na 是首项为 1，公比为
1
2
的等比数列， 1 1n nb a   ， n *N ，判断数列{ }nb 是否与{ }na 接近，并

说明理由；

(2)设数列{ }na 的前四项为： 1 1a  ， 2 2a  ， 3 4a  ， 4 8a  ，{ }nb 是一个与{ }na 接近的数列，记集合

 | , 1, 2,3, 4iM x x b i   ，求M 中元素的个数m ；

(3)已知{ }na 是公差为 d 的等差数列，若存在数列{ }nb 满足：{ }nb 与{ }na 接近，且在 2 1b b ， 3 2b b ，…，

201 200b b 中至少有 100 个为正数，求 d 的取值范围．

【答案】(1)接近；(2)3 或 4；(3) 2d >  ．

解析：(1)易得

11
2

n

na


   
 

，
1 1
2

n

nb    
 

．所以

11 1 11 1
2 2 2

n n n

n nb a


               
     

．

n *N



因为
1 10 1
2 2

n
 < < 
 

≤ ，所以
1 11 1
2 2

n
  < 
 

≤ ．则对任意 n N  ，都有 1n nb a < ．

所以{ }nb 与{ }na “接近”．

(2)由题设知 10 2b≤ ≤ ， 21 3b≤ ≤ ， 33 5b≤ ≤ ， 47 9b≤ ≤ ．

注意观察   0,2 1,3 ¹ ÆI ，     1,3 3,5 3I ，   3,5 7,9  ÆI ．

再考虑集合M 的特点以及“元素的互异性”知：

① 1 2 3 4, , ,b b b b 各不相同时， 4m  ；② 1 2b b 时，此时必有 3 4,b b 与它们不同，则 3m  ；

③ 2 3 3b b  时，此时必有 1 4,b b 与它们不同，则 3m  ．

综上所述， 3m  或 4．

(3)由题意知： 1 1 1k kb a  ≤ ，则 1 1 11 1k k ka b a   ≤ ≤ ．同理 1 1k k ka b a ≤ ≤ ．

要使 1 0k kb b  > ，则    1 11, 1 1, 1k k k ka a a a     ¹ ÆI ．( 1 11, 1k ka a   在  1, 1k ka a  左侧相

交)．所以 1 1 1k ka a  >  ，即 1 2k ka a  >  ．因为 na 是公差为 d 的等差数列，所以 2d >  ．

8．(2014 高考数学江苏·第 20 题) 设数列 }{ na 的前 n项和为 nS ．若对任意正整数 n，总存在正整数m ，使

得 mn aS  ，则称 }{ na 是“H 数列”．

(1)若数列 }{ na 的前 n 项和 n
nS 2 ( n N  )，证明: }{ na 是“H 数列”；

(2)设 }{ na 是等差数列，其首项 11 a ，公差 0<d ．若 }{ na  是“H 数列”，求 d 的值；

(3)证明：对任意的等差数列 }{ na ，总存在两个“H 数列” }{ nb 和 }{ nc ，使得 nnn cba 

( n N  ) 成立．

【答案】解析：(1) 证明：由已知，当 1n ³ 时， 1
1 1 2 2 2n n n

n n na S S 
      ，于是对任意的正整数 n，总

存在正整数 1m n  ，使得 2n
n mS a  ，所以 na 是“H 数列”．

(2) 解法一：由已知，得 2 12 2S a d d    ，因为 na 是“H 数列”，所以存在正整

数 m，使得 2 mS a ，即  2 1 1d m d    ，于是  2 1m d  ．

因为 0d < ，所以 2 0m  < ，故 1m  ，从而 1d   ．

当 1d   时， 2na n  ，
 3

2n

n n
S


 是小于 2 的整数， *n  Ν ．



于是对任意的正整数 n，总存在正整数
 3

2 2
2n

n n
m S


    ，使得 2n mS m a   ，

所以 na 是“H 数列”，因此 d 的值为 1 ．

解法二：由{ }na 是首项为 1 的等差数列，则 1 ( 1)ma m d   ，
2

2n
n nS n d

  ，

又数列是“H 数列”，不妨取 2n  时，存在满足条件的正整数m ，

使得1 ( 1) 2m d d    ，即 ( 2) 1m d  ，  

(i)当 3m ³ 时，此时 0d > ，不符合题意，应舍去；

(ii)当 2m  时，不存在满足条件的 d ；

(iii)当 1m  时， 1d   ． 此时数列{ }na 的通项公式为 2na n  ，

下面我们一起来验证{ }na 为“H 数列”:

2na n  ；
23

2n
n nS 

 ，此时
24 3

2
n nm  

 ，容易验证m 为正整数．

解法三：由题意设 1 ( 1)ma m d   ；又等差数列{ }na 的前 n 项和
2

2n
n nS n d

  ；

由题意知对任意正整数 n，总存在正整数m ，使得 n mS a ，
2

1 ( 1)
2

n nm d n d
    (*)；

那么m 随着 n的变化而变化，可设满足函数关系式 ( )m f n ． 

又 0d < ，那么要使(*)对任意自然数 n恒成立，则 21( )
2

m f n n Bn C    ；

代入得：
2

21 (1 ) (1 )
2 2 2

d nn d Bnd d Cd n d       ，即有
1

2
1 0

dBd

d Cd

  ï

ï   

；

又当 1n  时， 1m n  ，即
1 1
2

B C   ，由此可以解得
3 , 2
2

B C   , 1d   ．

此时 2na n  ．  

解法四：由 }{ na 是首项为 1 的等差数列，且数列 }{ na 是“H 数列”，

则 2 2 21S a a  > ，又 0d < ，所以 2 2 11 1S a a    ，则 2 0a  ，从而 2 1 1d a a    ，

此时 2na n  ， 21 3
2 2nS n n   ，由 n mS a 得，

2 3 4
2

n nm  
 为正整数，

从而数列 }{ na 是“H 数列”．  

 (3) 解法一：设等差数列 na 的公差为 d ，

则      *
1 1 11 1 ( )na a n d na n d a n        Ν ．

令   1 1, 1n nb na c n d a    ，则 *( )n n na b c n   Ν ．



下证 nb 是“H 数列”．

设 nb 的前 n 项和为 nT ，则
   *

1

1
2n

n n
T a n


  Ν ，

于是对任意的正整数 n，总存在正整数
 1

2
n n

m


 ，使得 n mT b ，所以 nb 是“H 数列”．

同理可证 nc 也是“H 数列”．

所以，对任意的等差数列 na ，总存在两个“H 数列”  nb 和 nc ，使得 *( )n n na b c n   Ν 成立．

解法二：由(2)的解答过程可知：等差数列 nb 中若 1

1

1b
d

  时，  nb 是“ H 数列”，

则 1 1 1 1( 1) 2nb b n d b b n     ． 

同理等差数列 nc 中若 1

2

1c
d

 时， nc 是“ H 数列”， 1 2 1( 1)nc c n d c n    ．

任意的等差数列 na ，则可表示为 na An B  ．

令 1 1b c A   ， 12b B ，此时 1 2
Bb  ， 1 2

Bc A  ． 

所以对任意的等差数列 na ，总存在两个等差“ H 数列” nb 和 nc ，

使得 *( )n n na b c n N   成立． 

9．(2014 高考数学北京理科·第 20 题) 对于数对序列 1 1 2 2( , ), ( , ), , ( , )n nP a b a b a b , 记  1 1 1T P a b   ,       

      1 1 2max{ ( ), }(2 )k k k kT P b T P a a a k n     £ £

    其中 1 1 2max{ ( ), }k kT P a a a    表示 1( )kT P 和 1 2 ka a a   两个数中最大的数,

    (1)对于数对序列 )1,4(),5,2(:P , 求 1 2( ), ( )T P T P 的值

(2)记 m 为 a、b、c、d 四个数中最小的数， 对于由两个数对(a, b), (c, d)组成的数对序列 ),(),,(: dcbaP

  和 ),(),,(:' badcP ， 试分别对 m=a 和 m=d 时两种情况比较 2 ( )T P 和 2 ( )T P¢ 的大小

(3)在由 5 个数对(11, 8), (5, 2), (16, 11), (11, 11), (4, 6)组成的所有数对序列中, 写出一个数对序列 P 使         

5 ( )T P 最小, 并写出 5 ( )T P 的值(只需写出结论)．

                            

【答案】解析：(Ⅰ) ,752)(1 PT

     .8}6,7max{1}42),(max{1)( 12  PTPT

(Ⅱ) },,max{)(2 dcadbaPT   



     }.,max{)( '
2 bacbdcPT 

      当 am  时, .},max{)( '
2 bdcbacbdcPT 

      因为 dbcdba £ ,且 ,dbcdca £ 所以 ).()( '
22 PTPT £  

      当 dm  时, .},max{)( '
2 bacbacbdcPT 

      因为 ,bacdba £ 且 ,bacdca £ 所以 ).()( '
22 PTPT £

      所以无论 am  还是 dm  , )()( '
22 PTPT £ 都成立．

(Ⅲ)  数对序列 )2,5(),8,11(),11,16(),11,11(),6,4(:P 的 )(5 PT 值最小,

      ,10)(1 PT ,26)(2 PT ,42)(3 PT ,50)(4 PT .52)(5 PT

10．(2016 高考数学江苏文理科·第 20 题) 记  1,2, ,100U   ．对数列 na ( *n N )和U 的子集T ，若

T  Æ ，定义 0TS  ；

若  1 2, , , kT t t t  ，定义
1 2 kT t t tS a a a    ．例如：  1,3,66T  时， 1 3 66TS a a a   ．

现设 na ( *n  N )是公比为3的等比数列，且当  2,4T  时， 30TS  ．

(1) 求数列 na 的通项公式；

(2)对任意正整数 k (1 100k≤ ≤ )，若  1,2, ,T kÍ  ，求证： 1T kS a < ；

(3)设C UÍ ， D UÍ ， C DS S≥ ，求证： 2C C D DS S S I ≥ ．

【答案】(1) 13n
na  ；(2)(3)详见解析；

【官方解答】(1)由已知得 1 *
1 3 ,n

na a n N ×  ．

于是当  2,4T  时， 2 4 1 1 13 27 30TS a a a a a     ．

    又 30TS  ，故 130 30a  ，即 1 1a  ．

所以数列 na 的通项公式为 1 *3 ,n
na n N  ．

(2)因为  1,2, ,T kÍ  ， 1 *3 0,n
na n N >  ，

所以
2 1

1 2
3 11 3 3 3 3

2

k
k k

T kS a a a  
        < ≤ ，



因此， 1T kS a < ．

(3)下面分三种情况说明．

①若 D 是C 的子集，则 2C C D C D D D DS S S S S S S  I = ≥ ≥ ．

②若C 是 D 的子集，则 2 2C C D C C C DS S S S S S I = = ≥ ．

③若 D 不是C 的子集，且C 不是 D 的子集．

  令 UE C D Ið ， UF D C Ið ，则 E f¹ ， F f¹ ， E F fI ．

于是 C E C DS S S  I ， D F C DS S S  I ，进而由 C DS S≥ 得 E FS S≥ ．

设 k 为 E 中的最大数， l为 F 中的最大数，则 1k≥ ， 1l≥ ， k l¹ ．

由(2)知， 1E kS a < ．于是 1
13 3l k

l F E ka S S a
 < ≤ ≤ ，所以 1l k < ，即 l k≤ ．

又 k l¹ ，故 1l k ≤ ．从而

1
2 1

1 2
1 13 1 3 11 3 3 3

2 2 2 2

l k
l k E

F l
a SS a a a


   

         ≤ ≤ ≤ ，

故 2 1E FS S ≥ ，所以 2( ) 1C C D D C DS S S S  I I≥ ，即 2 1C C D DS S S I ≥ ．

综合①②③得， 2C C D DS S S I ≥ ．

民间解答：(1)当  2,4T  时， 2 4 2 29 30TS a a a a    

因此 2 3a  ，从而 2
1 1

3
aa   ， 13n

na  ；

(2) 2 1
1 2 1

3 11 3 3 3 3
2

k
k k

T k kS a a a a



        <  ≤ ；

(3)设  CA C D Ið ，  DB C D Ið

则 A B  ÆI ， C A C DS S S  I ， D B C DS S S  I ， 2 2C C D D A BS S S S S   I

因此原题就等价于证明 2A BS S≥ ．

由条件 C DS S≥ 可知 A BS S≥ ．

①若 B  Æ ，则 0BS  ，所以 2A BS S≥ ．

②若 B ¹ Æ ，由 A BS S≥ 可知 A ¹ Æ ，设 A中最大元素为 l， B 中最大元素为m
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