
第 02 讲 8.2 一元线性回归模型及其应用

（8.2.1 一元线性回归模型+8.2.2 一元线性回归模型参数的最小二乘法

估计）

课程标准 学习目标

①了解一元线性回归模型的含义，理解两

个变量之间随机关系的一元线性回归模型

的作用与意义。

②了解残差在线性回归与非线性回归问

题的作用及意义。

③了解一元线性回归模型参数与最小二

乘估计的推导过程，理解最小二乘估计的原

理。

④会结合题意求一元线性回归方程。

⑤会用相关指数进行分析模型拟合的效

果情况.。

通过本节课的学习，要求会求一元线性回归方程，会进

行残差分析，能判断回归模型的拟合效果，能利用样本

数据建立统计模型并能进行预测



知识点 1：一元线性回归模型

（1）一元线性回归模型

我们称

为 关于 的一元线性回归模型，其中 称为因变量或响应变量， 称为自变量或解释变量； 和 为

模型的未知参数， 称为截距参数， 称为斜率参数； 是 与 之间的随机误差.

（2）随机误差

在线性回归模型 中， 和 为模型的未知参数， 是 与 之间的误差,通常 为

随机变量，称为随机误差.它的均值 ，方程 .

线性回归模型的完整表达式为  , 在此模型中，随机误差 的方差 越小，用

预报真实值 的精度越高.

知识点 2：一元线性回归模型参数的最小二乘法

（1）经验回归方程的求解法：最小二乘法

回归直线方程过样本点的中心 ，是回归直线方程最常用的一个特征；

我们将 称为 关于 的线性回归方程，也称经验回归函数或经验回归公式，其图形称为经验

回归直线。这种求经验回归方程的方法叫做最小二乘法，求得的 ，叫做 ， 的最小二乘估计,其

中 称为回归系数，它实际上也就是经验回归直线的斜率， 为截距.

其中

【即学即练 1】（2024 上·全国·高三专题练习）某校数学建模学生社团进行了一项实验研究，采集了 的

一组数据如下表所示：

x 2 3 4 5 6 7

y 52.5 45 40 30 25 17.5

该社团对上述数据进行了分析，发现 与 之间具有线性相关关系．

(1)画出表中数据的散点图，并指出 与 之间的相关系数 是正还是负；
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(2)求出 关于 的线性回归方程，并写出当 时，预测数据 的值．

附：在线性回归方程 中， ，其中 为样本平均值．

【答案】(1)散点图见解析，负

(2) ，

【详解】（1）由题意得散点图如图所示：

  

由图可知 与 之间成负相关关系，所以 是负．

（2）因为 ， ，

， ，

所以 ， ，

∴关于 线性回归方程为 ，

所以当 时， ．

（2）求经验回归方程的步骤

①作出散点图，判断两变量是否具有线性相关关系，若具有线性相关关系，则可求其经验回归方程；

②列表求出 , 的值；

③利用公式先计算 ,再根据经验回归直线过样本点的中心 计算 ；

④写出经验回归方程 .

求经验回归方程，关键在于正确求出系数 , ,由于计算量较大，所以计算时要仔细谨慎、分层进行，避免

因计算产生错误要特别注意，只有两个变量呈线性相关关系时，求出的经验回归方程才有意义.

（3）经验回归方程的性质

①经验回归直线一定过点 ,点 通常称为样本点的中心；
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②一次函数 的单调性由 的符号决定，函数递增的充要条件是 ；函数递减的充要条件是

.这说明： 与 正相关的充要条件是 ； 与 负相关的充要条件是 .

③在经验回归方程 中， 是经验回归直线的斜率， 是截距.一般地，当回归系数 时，说

明两个变量呈正相关关系，它的意义是当 每增大一个单位时， 平均增大 个单位；当 时，说明两

个变量呈负相关关系，它的意义是当 每增大一个单位时， 平均减小 个单位.

知识点 3：残差

（1）残差

对于响应变量 ，通过观测得到的数据称为观测值，通过经验回归方程得到的 称为预测值，观测值

减去预测值称为残差.

（2）残差图

作图时纵坐标为残差，横坐标可以选为样本编号，或身高数据，或体重估计值等，这样作出的图形称为残

差图．若残差点比较均匀地落在水平的带状区域内，带状区域越窄，则说明拟合效果越好.

（3）残差分析

残差是随机误差的估计结果，通过残差的分析可以判断模型刻画数据的效果，以及判断原始数据中是

否存在可疑数据等，这方面工作称为残差分析.其步骤为：计算残差 化残差图 在残差图中分析残

差特性.

【即学即练 2】（2024·全国·高三专题练习）对于一组具有线性相关关系的样本数据 ，其样

本中心为 ，回归方程为 ，则相应于样本点 的残差为（    ）

A． B．

C． D．

【答案】C

【详解】因为残差是实际观察值与估计值（拟合值）之间的差，所以相应于样本点 的残差为

，

故选：C.

知识点 4：决定系数

（1）残差平方和

残差平方和 ，残差平方和越小，模型拟合效果越好，残差平方和越大，模型拟合效果越差.

（2）决定系数

决定系数 是度量模型拟合效果的一种指标，在线性模型中，它代表解释变量客户预报变量的能力.
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， 越大，即拟合效果越好， 越小，模型拟合效果越差.

【即学即练 3】（2023 下·青海西宁·高二校考阶段练习）甲、乙、丙、丁四位同学在建立变量 x，y 的回归

模型时，分别选择了 4 种不同模型，计算可得它们的相关指数 R2 分别如下表：

甲 乙 丙 丁

R2 0.98 0.78 0.50 0.85

建立的回归模型拟合效果最好的同学是          .

【答案】选甲　相关指数 R2 越大，表示回归模型拟合效果越好．

【详解】相关指数  越大，相关性越强，回归模型拟合效果越好，所以效果最好的是甲．

（3）决定系数 与相关系数 的联系与区别

①相关系数 反映两个变量的相关关系的强弱及正相关或负相关，决定系数 反映回归模型的拟合效果.

②在含有一个解释变量的线性模型中，决定系数 的数值是相关系数 的平方，其变化范围为 ，而相

关系数的变化范围为 .

③当相关系数 接近于 1 时，说明两变量的相关性较强，当 接近于 0 时，说明两变量的相关性较弱；

而当 接近于 1时，说明经验回归方程的拟合效果较好.

题型 01 由散点图判断是否线性相关

【典例 1】（2023 下·河南南阳·高二唐河县第一高级中学校考阶段练习）2003 年春季，我国部分地区 SARS

流行，党和政府采取果断措施，防治结合，很快使病情得到控制，下表是某同学记载的 5 月 1 日至 5 月 12

日每天北京市 SARS 治愈者数据，以及根据这些数据绘制出的散点图

日期 5.1 5.2 5.3 5.4 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 5.10 5.11 5.12

人数 100 109 115 118 121 134 141 152 168 175 186 203

下列说法：①根据此散点图，可以判断日期与人数具有线性相关关系；②根据此散点图，可以判断日期与

人数具有一次函数关系.其中正确的个数为（    ）

A．0 个 B．1 个 C．2 个 D．以上都不对

【典例 2】（2023·全国·高二专题练习）某个男孩的年龄与身高的统计数据如下表所示：

年龄 x（岁） 1 2 3 4 5 6
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身高 y（cm） 78 87 98 108 115 120

(1)画出散点图；

(2)判断 y 与 x 是否具有线性相关关系，如果相关，是正相关还是负相关．

【变式 1】（2023 下·高二课时练习）下列四个图中，两个变量 x，y 具有线性相关关系的是（    ）

A．①② B．①②④ C．②③④ D．②④

题型 02 求回归直线方程 

【典例 1】（2024 上·江西赣州·高二统考期末）大气污染物 （直径不大于 2.5 的颗粒物）的浓度超

过一定限度会影响人的身体健康．为研究 浓度 y（单位： ）与汽车流量 x（单位：千辆）的线

性关系，研究人员选定了 10 个城市，在每个城市建立交通监测点，统计了 24h 内过往的汽车流量以及同时

段空气中的 浓度，得到如下数据：

城市编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 总和

x 1.300 1.444 0.786 1.652 1.756 1.754 1.200 1.500 1.200 0.908 13.5

y 66 76 21 170 156 120 72 120 100 129 1030

并计算得 ， ， ．

(1)求变量 关于 的线性回归方程；

(2)根据 内 浓度确定空气质量等级， 浓度在 0～35 为优，35～75 为良，75～115

为轻度污染，115～150 为中度污染，150～250 为重度污染，已知某城市
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内过往的汽车流量为 1360 辆，判断该城市的空气质量等级．

参考公式：线性回归方程为 ，其中以 ．

【典例 2】（2024 上·重庆沙坪坝·高三重庆八中校考阶段练习）在入室盗窃类案件中，出现频率最高的痕迹

物证之一就是足迹． 负重行走对足迹步伐特征影响的规律强，而且较为稳定． 正在行走的人在负重的同

时，步长变短，步宽变大，步角变大． 因此， 以身高分别为 170cm， 175cm， 180cm 的人员各 20 名作

为实验对象，让他们采取双手胸前持重物的负重方式行走，得到实验对象在负重 0kg，5kg，10kg，15kg，20kg

状态下相对稳定的步长数据平均值． 并在不同身高情况下，建立足迹步长 s(单位：cm)关于负重 x(单位：kg)

的三个经验回归方程． 根据身高 170cm 组数据建立线性回归方程①： ；根据身高 

175cm 组数据建立线性回归方程②： 根据身高 180cm 组数据建立线性回归方程③： 

．

(1)根据身高 180cm 组的统计数据，求 ， 的值，并解释参数 的含义；

身高 180cm 不同负重情况下的步长数据平均值

负重 x/kg 0 5 10 15 20

足迹步长 s/cm 74.35 73.50 71.80 68.60 65.75

(2)在一起盗窃案中，被盗窃物品重为 9kg，在现场勘查过程中，测量得犯罪嫌疑人往返时足迹步长的差值为

4.464cm，推测该名嫌疑人的身高，并说明理由．

附： ．为回归方程， ， ， ，
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【典例 3】（2024 上·全国·高三专题练习）某种产品的广告费支出 x（单位：万元）与销售额 y（万元）之间

有如下一组数据：

广告费支出 x 2 4 5 6 8

销售额 y 30 40 60 50 70

(1)求出样本点中心

(2)求回归直线方程（其中 ， ）

【变式 1】（2024 上·黑龙江牡丹江·高三牡丹江市第二高级中学校联考期末）近期，一些地方中小学生“课

间 10 分钟”问题受到社会广泛关注，国家号召中小学要增加学生的室外活动时间．但是进入 12 月后，天气

渐冷，很多学生因气温低而减少了外出活动次数．为了解本班情况，一位同学统计了一周（5 天）的气温变

化和某一固定课间该班级的学生出楼人数，得到如下数据：

温度 ix （零下℃） 7 10 11 15 17

出楼人数 iy 20 16 17 10 7

(1)利用最小二乘法，求变量 之间的线性回归方程；

附：用最小二乘法求线性回归方程 的系数： 　　　

(2)预测当温度为 时，该班级在本节课间的出楼人数（人数：四舍五入取整数）．

(3)为了号召学生能够增加室外活动时间，学校举行拔河比赛，采取 3 局 2 胜制（无平局）．在甲、乙两班

的较量中，甲班每局获胜的概率均为 ，设随机变量 X 表示甲班获胜的局数，求 的分布列和期望．
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【变式 2】（2024 上·全国·高三专题练习）下面给出了根据我国 年 年水果人均占有量 （单位：

）和年份代码 绘制的散点图（ 年 年的年份代码 分别为 ）．

  

(1)根据散点图分析 与 之间的相关关系；

(2)根据散点图相应数据计算得 ， ，求 关于 的线性回归方程.（精确到 ）

附：回归方程 中斜率和截距的最小二乘估计公式分别为：

，

【变式 3】（2024·全国·高三专题练习）在一次抽样调查中测得 个样本点，得到下表及散点图.

x 0.25 0.5 1 2 4

y 16 12 5 2 1

  (1)根据散点图判断 与 哪一个适宜作为 关于 的回归方程；

（给出判断即可，不必说明理由）

(2)根据（1）的判断结果试建立 与 的回归方程；（计算结果保留整数）

参考公式：

2012 2018: y

kg x 2012 2018: x 1 7

y x

7

1
1074i

i
y




7

1
4517i i

i
x y



 y x 0.01

ˆˆ ˆy bx a 

  

 
1

2

1

ˆ

n

i i
i

n

i
i

x x y y
b

x x





 







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题型 03 求样本中心(根据样本中心求参数）

【典例 1】（2024 上·全国·高三专题练习）具有线性相关关系的变量 的一组数据如下：

x 0 1 2 3

y -5 -4.5 -4.2 -3.5

其线性回归直线方程为 ，则回归直线经过（    ）

A．第一、二、三象限 B．第二、三、四象限

C．第一、二、四象限 D．第一、三、四象限

【典例 2】（2024 下·全国·高二随堂练习）已知 取表中的数值，若 具有线性相关关系，线性回归方

程为 ，则 ＝（    ）

x 0 1 3 4

y a 4.3 4.8 6.7

A．2.2 B．2.4 C．2.5 D．2.6

【典例 3】（2024 下·全国·高二随堂练习）某公司一种型号的产品近期销售情况如表：

月份 x 2 3 4 5 6

销售额 y （万元） 15.1 16.3 17.0 17.2 18.4

根据上表可得到回归直线方程 ，据此估计，该公司 7 月份这种型号产品的销售额为（    ）

A．18.85 万元 B．19.3 万元 C．19.25 万元 D．19.05 万元

【典例 4】（多选）（2024 上·浙江宁波·高三统考期末）某电商平台为了对某一产品进行合理定价，采用不

同的单价在平台试销，得到的数据如下表所示：

单价 x/元 8 8.5 9 9.5 10

销量 y/万件 89 85 80 78 68

根据以上数据得到 与 具有较强的线性关系，若用最小二乘估计得到经验回归方程为 ，则

（     ）

A．相关系数 B．点 一定在经验回归直线上

C． D． 时，对应销量的残差为

【变式 1】（2024 上·四川绵阳·高二绵阳南山中学实验学校校考期末）已知 x 与 y 之间的一组数据：

x 0 1 2 3

y 1 3 5
7

,x y

y bx a $ $ $

,x y ,x y

0.95 2.6y x $ a

$ˆ 0.75y x a 

y x ˆ ˆ19.8y x a  

0r  (9, 80)

ˆ 258.2a  9.5x  7.9



则 y 与 x 的线性回归方程为 必过点　（    ）

A．（2，2） B．（1.5，0）

C．（1.5，4） D．（1，  2）

【变式 2】（2024 上·重庆·高三重庆巴蜀中学校考期中）已知变量 x，γ 呈线性相关关系，回归方程为

，且变量 x，y 的样本数据如下表所示

x -2 -1 0 1 2

y 5 4 m 2 1

据此计算出在 时，预测值为-0.2，则 m 的值为（    ）

A．3 B．2.8 C．2 D．1

【变式 3】（2024 下·全国·高二随堂练习）变量 x，y 的数据如下所示：

x 5 4 3 2 1

y 2 1.5 1 1 0.5

回归直线恒过点      ．

【变式 4】（2024 上·全国·高三专题练习）某地建立了农业科技图书馆，供农民免费借阅，收集了近 5 年的

借阅数据如下表：

年份 2019 2020 2021 2022 2023

年份代码 x 1 2 3 4 5

年借阅量 /y 万册 4.9 5.1 5.5 5.7 5.8

根据上表，可得 关于 的线性回归方程为 .则       .

题型 04 根据回归直线方程估计数据

【典例 1】（2024 上·黑龙江齐齐哈尔·高三校联考期末）已知在特定的时期内某人在一个月内每天投入的体

育锻炼时间 （分钟）与一个月内减轻的体重 （斤）的一组数据如表所示：

x 30 40 50 60 70

y 1.1 1.9 3.2 4 4.8

一个月内减轻的体重 与每天投入的体育锻炼时间 之间具有较强的线性相关关系，其线性回归直线方程是

，据此模型估计当此人在一个月内每天投入的体育锻炼时间为 90 分钟时，该月内减轻的体重

约为（    ）

A． 斤 B． 斤 C． 斤 D． 斤

y bx a $ $ $

$ŷ x a  

3x 

y x $ $0.24y x a  $a 

x y

y x

$ $0.095y ax 

6.8 6.9 7.0 7.1
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