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利用勾股定理解三角形 

 

正向思维：是一类常规性的、传统的思维形式，指的是大家按照自上而下，由近及远、从左到右、从

可知到未知等一般而言的线性方向做出探究问题的思维途径。 

逆向思维：是指在剖析、破解数学难题进程中，可以灵活转换思维方向，从常规思维的相反方向出发

进行探索的思维方式，比如正向思维无法解决问题时可反其道而行采取逆向思维，直接证明有困难时可采

用间接证明。 

 

 

一、勾股定理 

在任何一个直角三角形中，两条直角边长的平方之和一定等于斜边长的平方．如果直角三角形的两条

直角边长分别是 a，b，斜边长为 c，那么𝑎2+𝑏2=𝑐2． 

                             

 

【典例 1】如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶于点 D，∠𝐶𝐵𝐸 = 45°，𝐵𝐸分别交𝐴𝐶、𝐴𝐷于 E、F． 

   

（1）如图 1，𝐴𝐵 = 12，𝐵𝐶 = 8，求𝐴𝐹的长度； 

（2）如图 2，取𝐵𝐹中点 G，若𝐵𝐹2 + 𝐸𝐹2 = 𝐶𝐺2，求证：𝐴𝐹 = 𝐵𝐶； 

（3）如图 3，在（2）的条件下，过点 D 作𝐷𝑁 ⊥ 𝐴𝐶于点 N，并延长𝑁𝐷交𝐴𝐵延长线于点 M，请直接写出
𝐵𝑀

𝐷𝑀
的

值． 

◆ 知识点总结 

◆ 思维方法 

◆ 典例分析 
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【思路点拨】 

（1）先根据等腰三角形三线合一的性质得𝐵𝐷 = 4，由勾股定理计算可得𝐴𝐷的长，由等腰直角三角形性质

得𝐷𝐹 = 4，最后由线段的差可得结论； 

（2）连接𝐶𝐹，由题意可知𝐴𝐷是𝐵𝐶的垂直平分线，可知𝐶𝐹 = 𝐵𝐹，∠𝐹𝐶𝐵 = ∠𝐹𝐵𝐶 = 45°，可得𝐶𝐹 ⊥ 𝐸𝐺，

由勾股定理可得𝐶𝐹2 + 𝐹𝐺2 = 𝐶𝐺2，结合𝐵𝐹2 + 𝐸𝐹2 = 𝐶𝐺2，可得𝐸𝐹 = 𝐹𝐺，由𝐺是𝐵𝐹的中点，可知𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 =

𝐵𝐺，可得𝐶𝐹是𝐸𝐺的垂直平分线，易知𝐶𝐸 = 𝐶𝐺，得∠𝐶𝐸𝐺 = ∠𝐶𝐺𝐸，则∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝐶𝐺𝐵，由∠𝐹𝐷𝐵 = 90°，

∠𝐹𝐵𝐷 = 45°，可知∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐷𝐹𝐵 = 45°，继而可得∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐺，利用ASA即可证明△ 𝐴𝐸𝐹 ≌△ 𝐶𝐺𝐵，即

可证得结论； 

（3）过点𝐵作𝐵𝑄 ⊥ 𝑀𝑁于𝑄，过点𝐷作𝐷𝐻 ⊥ 𝐴𝐵于𝐻，连接𝐷𝐺，连接𝐶𝐹，利用等腰三角形的性质可得△ 𝑁𝐶𝐷 ≌

△ 𝑄𝐵𝐷(AAS)，易知𝐶𝑁 = 𝐵𝑄，𝐷𝑁 = 𝐷𝑄 = 𝐷𝐻，由𝑆△𝐷𝐵𝑀 =
1

2
𝐵𝑀 ⋅ 𝐷𝐻 =

1

2
𝐷𝑀 ⋅ 𝐵𝑄，得

𝐵𝑀

𝐷𝑀
=

𝐶𝑁

𝐷𝑁
，结合（2）

中结论，可设𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐵𝐺 = 𝑎，由勾股定理可得𝐴𝐹 = 𝐵𝐶 = 2√2𝑎，𝐶𝐷 = 𝐵𝐷 =
1

2
𝐵𝐶 = √2𝑎，𝐴𝐸 = 𝐶𝐺 =

𝐶𝐸 = √5𝑎，𝐴𝐶 = 2√5𝑎，𝐴𝐷 = 3√2𝑎，由𝑆△𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐶 ⋅ 𝑁𝑄 =

1

2
𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷可得𝑁𝑄 =

6√5

5
𝑎，进而求得𝐷𝑁，𝐶𝑁

的长即可求解． 

【解题过程】 

（1）解：∵𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶，𝐵𝐶 = 8， 

∴𝐵𝐷 = 𝐶𝐷 =
1

2
𝐵𝐶 = 4，∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐷𝐶 = 90°， 

由勾股定理得：𝐴𝐷 = √𝐴𝐵2 − 𝐵𝐷2 = √122 − 42 = √144 − 16 = √128 = 8√2， 

∵∠𝐶𝐵𝐸 = 45°，∠𝐵𝐷𝐹 = 90°， 

∴△ 𝐵𝐷𝐹是等腰直角三角形， 

∴𝐷𝐹 = 𝐵𝐷 = 4， 

∴𝐴𝐹 = 𝐴𝐷 − 𝐷𝐹 = 8√2 − 4； 

（2）证明：连接𝐶𝐹， 
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∵𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴𝐶𝐷 = 𝐵𝐷，则𝐴𝐷是𝐵𝐶的垂直平分线， 

∴𝐶𝐹 = 𝐵𝐹， 

∴∠𝐹𝐶𝐵 = ∠𝐹𝐵𝐶 = 45°， 

∴∠𝐶𝐹𝐵 = 180° − ∠𝐹𝐶𝐵 − ∠𝐹𝐵𝐶 = 90°，即𝐶𝐹 ⊥ 𝐸𝐺， 

∠𝐶𝐹𝐸 = 180° − ∠𝐶𝐹𝐵 = 90°， 

Rt △ 𝐶𝐹𝐺中，𝐶𝐹2 + 𝐹𝐺2 = 𝐶𝐺2， 

∵𝐵𝐹2 + 𝐸𝐹2 = 𝐶𝐺2，𝐶𝐹 = 𝐵𝐹， 

∴𝐸𝐹2 = 𝐹𝐺2，则𝐸𝐹 = 𝐹𝐺， 

∵𝐺是𝐵𝐹的中点， 

∴𝐹𝐺 = 𝐵𝐺，则𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐵𝐺， 

∵∠𝐹𝐷𝐵 = 90°，∠𝐹𝐵𝐷 = 45°， 

∴∠𝐷𝐹𝐵 = 45°， 

∴∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐷𝐹𝐵 = 45°，即：∠𝐴𝐹𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐺， 

∵𝐶𝐹 ⊥ 𝐸𝐺，𝐸𝐹 = 𝐹𝐺， 

∴𝐶𝐹是𝐸𝐺的垂直平分线， 

∴𝐶𝐸 = 𝐶𝐺， 

∴∠𝐶𝐸𝐺 = ∠𝐶𝐺𝐸， 

∴∠𝐴𝐸𝐹 = ∠𝐶𝐺𝐵， 

∴△ 𝐴𝐸𝐹 ≌△ 𝐶𝐺𝐵(ASA) 

∴𝐴𝐹 = 𝐵𝐶； 

（3）过点𝐵作𝐵𝑄 ⊥ 𝑀𝑁于𝑄，过点𝐷作𝐷𝐻 ⊥ 𝐴𝐵于𝐻，连接𝐷𝐺，连接𝐶𝐹， 
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∵𝐴𝐷 ⊥ 𝐵𝐶，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴𝐶𝐷 = 𝐵𝐷，∠𝐶𝐴𝐷 = ∠𝐵𝐴𝐷， 

∴𝐷𝑁 = 𝐷𝐻， 

∵𝐵𝑄 ⊥ 𝑀𝑁，𝐷𝑁 ⊥ 𝐴𝐶，则∠𝐷𝑁𝐶 = ∠𝐷𝑄𝐵 = 90°， 

∴𝐵𝑄 ∥ 𝐴𝐶，则∠𝑁𝐶𝐷 = ∠𝑄𝐵𝐷， 

∴△ 𝑁𝐶𝐷 ≌△ 𝑄𝐵𝐷(AAS)， 

∴𝐶𝑁 = 𝐵𝑄，𝐷𝑁 = 𝐷𝑄 = 𝐷𝐻， 

∵𝑆△𝐷𝐵𝑀 =
1

2
𝐵𝑀 ⋅ 𝐷𝐻 =

1

2
𝐷𝑀 ⋅ 𝐵𝑄， 

∴𝐵𝑀 ⋅ 𝐷𝑁 = 𝐷𝑀 ⋅ 𝐶𝑁， 

∴
𝐵𝑀

𝐷𝑀
=

𝐶𝑁

𝐷𝑁
， 

由（2）可知：𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐵𝐺，𝐶𝐸 = 𝐶𝐺，△ 𝐴𝐸𝐹 ≌△ 𝐶𝐺𝐵， 

则𝐴𝐹 = 𝐵𝐶，𝐴𝐸 = 𝐶𝐺 = 𝐶𝐸 

设𝐸𝐹 = 𝐹𝐺 = 𝐵𝐺 = 𝑎，则𝐵𝐹 = 𝐶𝐹 = 2𝑎， 

∴𝐴𝐹 = 𝐵𝐶 = √𝐵𝐹2 + 𝐶𝐹2 = 2√2𝑎，则𝐶𝐷 = 𝐵𝐷 =
1

2
𝐵𝐶 = √2𝑎， 

𝐴𝐸 = 𝐶𝐺 = 𝐶𝐸 = √𝐶𝐹2 + 𝐹𝐺2 = √5𝑎，则𝐴𝐶 = 𝐴𝐸 + 𝐶𝐸 = 2√5𝑎， 

则𝐴𝐷 = √𝐴𝐶2 − 𝐶𝐷2 = 3√2𝑎， 

∵𝑆△𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐶 ⋅ 𝑁𝑄 =

1

2
𝐵𝐶 ⋅ 𝐴𝐷，即：2√5𝑎 ⋅ 𝑁𝑄 = 2√2𝑎 ⋅ 3√2𝑎 

∴𝑁𝑄 =
6√5

5
𝑎， 

又∵𝐷𝑁 = 𝐷𝑄， 

∴𝐷𝑁 =
1

2
𝑁𝑄 =

3√5

5
𝑎，则𝐶𝑁 = √𝐶𝐷2 − 𝐷𝑁2 =

√5

5
𝑎， 

∴
𝐵𝑀

𝐷𝑀
=

𝐶𝑁

𝐷𝑁
=

1

3
． 
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1．（2023 上·江西赣州·九年级统考阶段练习）已知，在Rt △ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐵 = 90°，∠𝐴𝐶𝐵 = 30°，点𝐷为边𝐵𝐶上

一个动点，以𝐴𝐷为边作其右侧作等边△ 𝐴𝐷𝐸． 

   

（1）如图 1，线段𝐴𝐵与线段𝐴𝐶之间的数量关系为__________； 

（2）如图 2，过点𝐸作𝐸𝐹 ⊥ 𝐴𝐶于点𝐹．求证：点𝐹是𝐴𝐶的中点； 

（3）若𝐴𝐵 = 2． 

①如图 3，当点𝐷是𝐵𝐶的中点时，过点𝐸作𝐸𝐺 ⊥ 𝐵𝐶于点𝐺．求𝐸𝐺的长； 

②当点𝐷从点𝐵运动到点𝐶，则点𝐸所经过的路径长__________（直接写出结果）． 

 【思路点拨】 

（1）由∠𝐵 = 90°，∠𝐴𝐶𝐵 = 30°即可求解； 

（2）证△ 𝐴𝐵𝐷 ≌△ 𝐴𝐹𝐸(AAS)，即可证明； 

（3）①作𝐷𝑁 ⊥ 𝐴𝐶， 𝐵𝐶 = √𝐴𝐶2 − 𝐴𝐵2 = 2√3，𝐴𝐷 = √𝐴𝐵2 + 𝐵𝐷2 = √7， 𝐴𝑁 = √𝐴𝐷2 − 𝐷𝑁2 =
5

2
，证

△ 𝐴𝐷𝑁 ≌△ 𝐸𝐷𝐺(AAS)， 进而可求；②𝐹𝐻为 E 所经过的路径，当 D 在 B 点时，点 E 恰落在𝐴𝐶的中点 F 处，

当 D 在 C 点时，𝐴𝐻 = 𝐴𝐶，进而可求． 

【解题过程】 

（1）解：∵∠𝐵 = 90°，∠𝐴𝐶𝐵 = 30°， 

∴𝐴𝐵 =
1

2
𝐴𝐶． 

故答案为：𝐴𝐵 =
1

2
𝐴𝐶． 

（2）∵△ 𝐴𝐷𝐸是等边三角形， 

∴𝐴𝐷 = 𝐴𝐸, ∠𝐷𝐴𝐸 = 60°， 

∵∠𝐵 = 90°，∠𝐴𝐶𝐵 = 30°， 

∴∠𝐵𝐴𝐶 = 60°， 

◆ 学霸必刷 
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∴∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐹𝐴𝐸， 

∵𝐸𝐹 ⊥ 𝐴𝐶， 

∴∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐹𝐸， 

∴△ 𝐴𝐵𝐷 ≌△ 𝐴𝐹𝐸(AAS)， 

∴𝐴𝐵 = 𝐴𝐹 =
1

2
𝐴𝐶， 

∴点𝐹是𝐴𝐶的中点． 

（3）作𝐷𝑁 ⊥ 𝐴𝐶， 

 

∵𝐴𝐵 =
1

2
𝐴𝐶，𝐴𝐵 = 2， 

∴𝐴𝐶 = 4， 

∴𝐵𝐶 = √𝐴𝐶2 − 𝐴𝐵2 = 2√3， 

∵D 是𝐵𝐶的中点， 

∴𝐵𝐷 = 𝐶𝐷 = √3， 

∴𝐴𝐷 = √𝐴𝐵2 + 𝐵𝐷2 = √7， 

∵𝐷𝑁 ⊥ 𝐴𝐶，∠𝐴𝐶𝐵 = 30°， 

∴𝐷𝑁 =
1

2
𝐶𝐷 =

√3

2
，∠𝐶𝐷𝑁 = 60°， 

∴𝐴𝑁 = √𝐴𝐷2 − 𝐷𝑁2 =
5

2
， 

∵∠𝐴𝐷𝐸 = 60°， 

∴∠𝐴𝐷𝑁 = ∠𝐸𝐷𝐺， 

∵𝐴𝐷 = 𝐷𝐸， 

∴△ 𝐴𝐷𝑁 ≌△ 𝐸𝐷𝐺(AAS)，  

∴𝐸𝐺 = 𝐴𝑁 =
5

2
． 

如图，𝐹𝐻为 E 所经过的路径， 

当 D 在 B 点时，点 E 恰落在𝐴𝐶的中点 F 处，当 D 在 C 点时，𝐴𝐻 = 𝐴𝐶， 
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∴𝐹𝐻 = √𝐴𝐻2 − 𝐴𝐹2 = 2√3． 

2．（2023 上·重庆南岸·八年级重庆市珊瑚初级中学校校考期中）如图，分别以△ 𝐴𝐵𝐶的两边𝐴𝐵、𝐴𝐶为腰

向外作等腰直角△ 𝐴𝐵𝐷和等腰直角△ 𝐴𝐶𝐸，其中∠𝐵𝐴𝐷 = ∠𝐶𝐴𝐸 = 90°，𝐵𝐶 = 5． 

 

（1）如图 1，连接𝐵𝐸、𝐶𝐷．若∠𝐴𝐶𝐵 = 45°，𝐴𝐶 = 2，求𝐶𝐷的长； 

（2）如图 2，M 为𝐵𝐶的中点，连接𝐷𝑀，过点 M 作𝐷𝑀 ⊥ 𝑀𝑁，交𝐸𝐵的延长线于点 N，连接𝐷𝑁，试猜想𝐵𝐸、

𝐵𝑁、𝐷𝑁之间有何等量关系并证明你的结论． 

 【思路点拨】 

（1）先根据𝑆𝐴𝑆证明△ 𝐴𝐶𝐷≌△ 𝐴𝐸𝐵，可得𝐶𝐷 = 𝐵𝐸，再说明△ 𝐵𝐶𝐸是直角三角形，然后根据勾股定理求出

𝐶𝐸，进而求出答案即可； 

（2）延长𝑁𝑀至 K，使𝑀𝑁 = 𝑀𝐾，连接𝐶𝐾，𝐷𝐾，设𝑁𝐸交𝐴𝐷于点 O，与𝐶𝐷的交点为 J．先根据“𝑆𝐴𝑆”证明

△ 𝐵𝑀𝑁≌△ 𝐶𝑀𝐾，可得𝐵𝑁 = 𝐶𝐾，∠𝑀𝑁𝐵 = ∠𝐶𝐾𝑀，进而判定𝐶𝐾 ∥ 𝑁𝐸，可说明𝐶𝐷 ⊥ 𝐶𝐾，再根据勾股定

理得𝐷𝐾2 = 𝐷𝐶2 + 𝐶𝐾2，然后根据垂直平分线的性质得𝐷𝐾 = 𝐷𝑁，即可得出答案． 

【解题过程】 

（1）∵等腰直角△ 𝐴𝐵𝐷和等腰直角△ 𝐴𝐶𝐸， 

∴𝐴𝐵 = 𝐴𝐷，𝐴𝐶 = 𝐴𝐸，∠𝐸𝐴𝐶 = 45°， 

∴∠𝐷𝐴𝐵+∠𝐷𝐴𝐸 = ∠𝐸𝐴𝐶 + ∠𝐷𝐴𝐸， 
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即∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝐷， 

在△ 𝐸𝐴𝐵和△ 𝐶𝐴𝐷中，{
𝐴𝐵 = 𝐴𝐷

∠𝐸𝐴𝐵 = ∠𝐶𝐴𝐷
𝐴𝐸 = 𝐴𝐶

 ， 

∴△ 𝐴𝐶𝐷≌△ 𝐴𝐸𝐵， 

∴𝐶𝐷 = 𝐵𝐸． 

∵∠𝐴𝐶𝐵=45°， 

∴∠𝐵𝐶𝐸=∠𝐴𝐶𝐵 + ∠𝐸𝐶𝐴=45°+45°=90°， 

在Rt △ 𝐴𝐶𝐸中，𝐴𝐶 = 𝐴𝐸 = 2， 

∴𝐶𝐸 = √𝐴𝐶2 + 𝐴𝐸2 = 2√2． 

∵𝐵𝐶 = 5， 

∴𝐵𝐸 = √𝐶𝐸2 + 𝐵𝐶2 = √(2√2)2 + 52 = √33， 

∴𝐶𝐷 = 𝐵𝐸 = √33； 

（2）结论：𝐷𝑁2 = 𝐵𝐸2 + 𝐵𝑁2． 

理由：如图 2 中，延长𝑁𝑀至 K，使𝑀𝑁 = 𝑀𝐾，连接𝐶𝐾，𝐷𝐾，设𝑁𝐸交𝐴𝐷于点 O，与𝐶𝐷的交点为 J．  

 

∵△ 𝐴𝐶𝐷≌△ 𝐴𝐸𝐵， 

∴∠𝐸𝐵𝐴 = ∠𝐶𝐷𝐴，𝐵𝐸 = 𝐶𝐷． 

∵∠𝐴𝑂𝐵 = 𝐷𝑂𝐽， 

∴∠𝑂𝐴𝐵 = ∠𝐷𝐽𝑂 = 90°， 

∴𝐵𝐸 ⊥ 𝐶𝐷． 

∵𝑀𝐵 = 𝑀𝐶，∠𝐵𝑀𝑁 = ∠𝐶𝑀𝐾，𝑀𝑁 = 𝑀𝐾， 

∴△ 𝐵𝑀𝑁≌△ 𝐶𝑀𝐾， 
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∴𝐵𝑁 = 𝐶𝐾，∠𝑀𝑁𝐵 = ∠𝐶𝐾𝑀， 

∴𝐶𝐾 ∥ 𝑁𝐸． 

∵𝐶𝐷 ⊥ 𝐸𝑁， 

∴𝐶𝐷 ⊥ 𝐶𝐾， 

∴∠𝐷𝐶𝐾 = 90°， 

∴𝐷𝐾2 = 𝐷𝐶2 + 𝐶𝐾2. 

∵𝑀𝑁 = 𝑀𝐾，𝐷𝑀 ⊥ 𝑁𝐾， 

∴𝐷𝐾 = 𝐷𝑁， 

∴𝐷𝑁2 = 𝐵𝐸2 + 𝐵𝑁2． 

3．（2023 上·四川成都·八年级校考期中）如图，已知在Rt △ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐶𝐵 = 90°，𝐴𝐶 = 8，𝐵𝐶 = 16，𝐷是

𝐴𝐶上的一点，𝐶𝐷 = 3，点𝑃从𝐵点出发沿射线𝐵𝐶方向以每秒2个单位的速度向右运动，设点𝑃的运动时间为𝑡，

连接𝐴𝑃． 

 

（1）当𝑡 = 3秒时，求△ 𝐵𝑃𝐴的面积； 

（2）若𝐴𝑃平分∠𝐶𝐴𝐵，求𝑡的值； 

（3）过点𝐷作𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝑃于点𝐸．在点𝑃的运动过程中，当𝑡为何值时，能使𝐷𝐸 = 𝐶𝐷？ 

 【思路点拨】 

（1）根据动点的运动速度和时间先求出𝐵𝑃，再利用三角形的面积计算公式解答即可求解； 

（2）作𝑃𝑀 ⊥ 𝐴𝐵于𝑀，利用角平分线的性质分别求得𝐵𝑀、𝑃𝑀，再利用勾股定理 𝑃𝐵2 = 𝑃𝑀2 + 𝐵𝑀2，解

得𝑃𝐶 = 4√5 − 4，最后利用𝐵𝑃 = 2𝑡 = 16 − (4√5 − 4)，求得𝑡的值即可；  

（3）根据动点运动的不同位置利用勾股定理解答即可求解； 

本题考查了全等三角形的判定和性质、勾股定理，三角形的面积，根据题意，正确作出辅助线是解题的关

键． 

【解题过程】 

（1）解：由题意可得，𝐵𝑃 = 2𝑡， 

∵𝑡 = 3，𝐴𝐶 = 8， 
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∴𝐵𝑃 = 2 × 3 = 6， 

∴𝑆△𝐵𝑃𝐴 =
1

2
𝐵𝑃 · 𝐴𝐶 =

1

2
× 6 × 8 = 24， 

∴当𝑡 = 3秒时，求△ 𝐵𝑃𝐴的面积为24； 

（2）解：当线段𝐴𝑃恰好平分∠𝐶𝐴𝐵时，作𝑃𝑀 ⊥ 𝐴𝐵于𝑀，如图， 

 

∵线段𝐴𝑃平分∠𝐶𝐴𝐵，∠𝐴𝐶𝐵 = 90°， 𝑃𝑀 ⊥ 𝐴𝐵， 

∴∠𝑃𝐴𝐶 = ∠𝑃𝐴𝑀，∠𝐴𝐶𝑃 = ∠𝐴𝑀𝑃 = ∠𝐵𝑀𝑃 = 90°， 

又∵𝐴𝑃 = 𝐴𝑃， 

∴△ 𝐴𝐶𝑃 ≌△ 𝐴𝑀𝑃(AAS)， 

∴𝑃𝐶 = 𝑃𝑀，𝐴𝐶 = 𝐴𝑀 = 8， 

∵ 𝐴𝐵 = √82 + 162 = 8√5， 

∴𝐵𝑀 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝑀 = 8√5 − 8， 

在Rt △ 𝐵𝑃𝑀中，𝑃𝐵2 = 𝑃𝑀2 + 𝐵𝑀2， 

∴(16 − 𝑃𝐶)2 = 𝑃𝐶2 + (8√5 − 8)
2
， 

 解得𝑃𝐶 = 4√5 − 4， 

∴𝐵𝑃 = 2𝑡 = 16 − (4√5 − 4)， 

解得𝑡 = 10 − 2√5； 

（3）解：①点𝑃在线段𝐵𝐶上时，过点𝐷作𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝑃于𝐸，连接𝑃𝐷，如图， 

 

则∠𝐴𝐸𝐷 = ∠𝑃𝐸𝐷 = 90°， 

∴∠𝑃𝐸𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐵 = 90°， 

∵𝑃𝐷平分∠𝐴𝑃𝐶， 
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∴∠𝐸𝑃𝐷 = ∠𝐶𝑃𝐷， 

又∵𝑃𝐷 = 𝑃𝐷， 

∴△ 𝑃𝐷𝐸 ≌△ 𝑃𝐷𝐶(AAS)， 

∴𝐸𝐷 = 𝐶𝐷 = 3，𝑃𝐸 = 𝑃𝐶 = 16 − 2𝑡， 

∴𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐷 = 8 − 3 = 5， 

∴𝐴𝐸 = 4， 

∴𝐴𝑃 = 𝐴𝐸 + 𝑃𝐸 = 4 + 16 − 2𝑡 = 20 − 2𝑡， 

在Rt △ 𝐴𝑃𝐶中，由勾股定理得：82 + (16 − 2𝑡)2 = (20 − 2𝑡)2， 

解得𝑡 = 5； 

 ②点𝑃在线段𝐵𝐶的延长线上时，过点𝐷作𝐷𝐸 ⊥ 𝐴𝑃于𝐸，如图， 

 

同①得 △ 𝑃𝐷𝐸 ≌△ 𝑃𝐷𝐶(AAS)， 

∴𝐸𝐷 = 𝐶𝐷 = 3，𝑃𝐸 = 𝑃𝐶 = 2𝑡 − 16， 

∴𝐴𝐷 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐷 = 8 − 3 = 5， 

∴𝐴𝐸 = 4， 

∴𝐴𝑃 = 𝐴𝐸 + 𝑃𝐸 = 4 + 2𝑡 − 16 = 2𝑡 − 12， 

 在Rt △ 𝐴𝑃𝐶中，由勾股定理得：82 + (2𝑡 − 16)2 = (2𝑡 − 12)2， 

解得𝑡 = 11； 

 综上所述，在点𝑃的运动过程中，当𝑡的值为5或11时，能使𝐷𝐸 = 𝐶𝐷． 

4．（2024 上·河南南阳·八年级校考阶段练习）如图，在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，𝐴𝐶 = 13，𝐵𝐴 = 5，点𝑃从

点𝐶出发，以每秒3个单位长度的速度沿折线𝐶 − 𝐴 − 𝐵运动.设点𝑃的运动时间为𝑡(𝑡 > 0)秒. 
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（1）求斜边𝐴𝐶上的高线长； 

（2）①当𝑃在𝐴𝐵上时，𝐴𝑃的长为__________，𝑡的取值范围是__________.（用含𝑡的代数式表示）； 

②若点𝑃在∠𝐵𝐶𝐴的角平分线上，则𝑡的值为__________； 

（3）在整个运动过程中，当△ 𝑃𝐴𝐵是等腰三角形时𝑡的值为__________. 

 【思路点拨】 

（1）过点𝐵作𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶于点𝐷，利用面积法求解； 

（2）①根据点𝑃的运动路径及速度可解；②过点𝑃作𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶于𝐸，利用角平分线的性质可知𝑃𝐵 = 𝑃𝐸，再

证Rt △ 𝐵𝐶𝑃 ≌ Rt △ 𝐸𝐶𝑃(HL)，推出𝐸𝐶 = 𝐵𝐶 = 12，最后利用勾股定理解Rt △ 𝐴𝐸𝑃即可； 

（3）分𝐴𝐵 = 𝐴𝑃 = 5和𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 = 5两种情况，利用等腰三角形的性质、勾股定理分别求解即可； 

本题主要考查了勾股定理在动点问题中的应用，数形结合、分类讨论并熟练掌握相关性质及定理是解题的

关键． 

【解题过程】 

（1）在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐵𝐶 = 90°，𝐴𝐶 = 13，𝐵𝐴 = 5， 

∴𝐵𝐶 = √𝐴𝐶2 − 𝐴𝐵2 = √132 − 52 = 12， 

如图所示，过点𝐵作𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶于点𝐷， 
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𝑆△𝐴𝐵𝐶 =
1

2
𝐴𝐵 ⋅ 𝐵𝐶 =

1

2
𝐴𝐶 ⋅ 𝐵𝐷，即𝐵𝐷 =

𝐴𝐵⋅𝐵𝐶

𝐴𝐶
=

5×12

13
=

60

13
， 

∴斜边𝐴𝐶上的高线长为
60

13
； 

（2）①∵点𝑃从点𝐶出发，以每秒3个单位长度的速度沿折线𝐶 − 𝐴 − 𝐵运动，𝐴𝐶 = 13， 

∴𝐴𝑃 = 3𝑡 − 𝐴𝐶 = (3𝑡 − 13)， 

∴
𝐴𝐶

3
≤ 𝑡 ≤

𝐴𝐶+𝐴𝐵

3
，即

13

3
≤ 𝑡 ≤

13+5

3
， 

∴
13

3
≤ 𝑡 ≤ 6， 

故答案为：(3𝑡 − 13)，
13

3
≤ 𝑡 ≤ 6； 

②点𝑃在∠𝐵𝐶𝐴的角平分线上时，过点𝑃作𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶于𝐸，如图所示， 

 

∵𝐶𝑃平分∠𝐵𝐶𝐴，∠𝐵 = 90°，𝑃𝐸 ⊥ 𝐴𝐶， 

∴𝑃𝐵 = 𝑃𝐸. 

又∵𝑃𝐶 = 𝑃𝐶， 

∴Rt △ 𝐵𝐶𝑃 ≌ Rt △ 𝐸𝐶𝑃(HL)， 

∴𝐸𝐶 = 𝐵𝐶 = 12，则𝐴𝐸 = 𝐴𝐶 − 𝐶𝐸 = 13 − 12 = 1，由（2）知𝐴𝑃 = 3𝑡 − 13， 

∴𝐵𝑃 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝑃 = 5 − (3𝑡 − 13) = 18 − 3𝑡， 

∴𝑃𝐸 = 18 − 3𝑡， 

在Rt △ 𝐴𝐸𝑃中，𝐴𝑃2 = 𝐴𝐸2 + 𝐸𝑃2，即(3𝑡 − 13)2 = 12 + (18 − 3𝑡)2， 

解得𝑡 =
26

5
， 

∴点𝑃在∠𝐵𝐴𝐶的角平分线上时，𝑡 =
26

5
 

故答案为：
26

5
； 



 
 

学科网（北京）股份有限公司 

（3）△ 𝑃𝐴𝐵是以𝐴𝐵为一腰的等腰三角形时，有两种情况： 

当𝐴𝐵 = 𝐴𝑃 = 5时，如图所示， 

 

则𝐶𝑃 = 𝐴𝐶 − 𝐴𝑃 = 13 − 5 = 8， 

∴𝑡 =
𝐶𝑃

3
=

8

3
； 

当𝐴𝐵 = 𝐵𝑃 = 5时，过点𝐵作𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶于点𝐷，如图所示， 

 

由（2）知𝐵𝐷 =
60

13
，𝐴𝐷 = √𝐴𝐵2 − 𝐵𝐷2 = √52 − (

60

13
)

2

=
25

13
， 

∵𝐴𝐵 = 𝐵𝑃，𝐵𝐷 ⊥ 𝐴𝐶， 

∴𝐴𝑃 = 2𝐴𝐷 =
50

13
， 

∴𝐶𝑃 = 𝐴𝐶 − 𝐴𝑃 = 13 −
50

13
=

119

13
， 

∴𝑡 =
𝐶𝑃

3
=

119

39
， 

△ 𝑃𝐴𝐵是以𝐴𝐵为底的等腰三角形时，𝑡的值为
13

6
， 

综上，△ 𝑃𝐴𝐵是等腰三角形时𝑡的值为
8

3
或

119

39
或

13

6
． 
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5．（2023 上·重庆南岸·八年级校考开学考试）如图，四边形𝐴𝐵𝐶𝐷中，𝐴𝐶 = 𝐴𝐷 = 𝐴𝐵，∠𝐵𝐴𝐶 = 90°． 

   

（1）把△ 𝐵𝐶𝐷沿𝐵𝐶翻折得到△ 𝐵𝐶𝐸，过点𝐴作𝐴𝐹 ⊥ 𝐵𝐸，垂足为𝐹，求证：𝐵𝐸 = 2𝐴𝐹； 

（2）在（2）的条件下，连接𝐷𝐸，四边形𝐴𝐵𝐶𝐷的面积为 45，𝐴𝐷 = 5√2，𝐵𝐶 = 10，求𝐷𝐸的长． 

 【思路点拨】 

（1）作𝐴𝐺 ⊥ 𝐵𝐷于𝐺，由等腰三角形的性质可得∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵，𝐵𝐺 = 𝐷𝐺 =
1

2
𝐵𝐷，由折叠的性质可得：

𝐵𝐸 = 𝐵𝐷，𝐶𝐸 = 𝐶𝐷，∠𝐶𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐷，证明△ 𝐴𝐵𝐹 ≌△ 𝐵𝐴𝐺得到𝐴𝐹 = 𝐵𝐺，即可得出结论； 

（2）作𝐵𝑀 ⊥ 𝐴𝐷于𝑀，𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐷于𝑁，延长𝐵𝐶交𝐷𝐸于𝐻，则𝐶𝐻 ⊥ 𝐷𝐸，𝐷𝐻 = 𝐸𝐻，求出△ 𝐴𝐶𝐷的面积为 20，

求出𝐶𝑁 = 4√2，由勾股定理可得𝐴𝑁 = 3√2，证明△ 𝐴𝐵𝑀 ≌△ 𝐶𝐴𝑁(AAS)得到𝐵𝑀 = 𝐴𝑁 = 3√2，求出△ 𝐴𝐵𝐷

的面积为 15，得到△ 𝐵𝐶𝐷的面积=
1

2
𝐵𝐶 × 𝐷𝐻 = 30，求出𝐷𝐻 = 6，即可得出答案． 

【解题过程】 

（1）证明：如图，作𝐴𝐺 ⊥ 𝐵𝐷于𝐺， 

  ， 

则∠𝐴𝐺𝐵 = 90°， 

∵ ∠𝐵𝐴𝐶 = 90°，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴ ∠𝐴𝐵𝐶 = 45°， 

∵ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐷，𝐴𝐺 ⊥ 𝐵𝐷， 

∴ ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐷𝐵，𝐵𝐺 = 𝐷𝐺 =
1

2
𝐵𝐷，∠𝐴𝐺𝐵 = 90°， 

由折叠的性质可得：𝐵𝐸 = 𝐵𝐷，𝐶𝐸 = 𝐶𝐷，∠𝐶𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐷， 
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设∠𝐶𝐵𝐸 = ∠𝐶𝐵𝐷 = 𝑥，则∠𝐴𝐵𝐺 = 45° − 𝑥，∠𝐴𝐵𝐹 = 45° + 𝑥， 

∵ 𝐴𝐹 ⊥ 𝐵𝐸， 

∴ ∠𝐵𝐹𝐴 = ∠𝐴𝐺𝐵 = 90°， 

∴ ∠𝐵𝐴𝐹 = 90° − ∠𝐴𝐵𝐹 = 90° − (45° + 𝑥) = 45° − 𝑥， 

∴ ∠𝐴𝐵𝐺 = ∠𝐵𝐴𝐹， 

在△ 𝐴𝐵𝐹和△ 𝐵𝐴𝐺中，{
∠𝐵𝐹𝐴 = ∠𝐴𝐺𝐵
∠𝐵𝐴𝐹 = ∠𝐴𝐵𝐺

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴

 ， 

∴△ 𝐴𝐵𝐹 ≌△ 𝐵𝐴𝐺(AAS)， 

∴ 𝐴𝐹 = 𝐵𝐺， 

∴ 𝐵𝐸 = 2𝐴𝐹； 

（2）解：如图，作𝐵𝑀 ⊥ 𝐴𝐷于𝑀，𝐶𝑁 ⊥ 𝐴𝐷于𝑁，延长𝐵𝐶交𝐷𝐸于𝐻， 

  ， 

由折叠的性质可得：𝐶𝐻 ⊥ 𝐷𝐸，𝐶𝐸 = 𝐶𝐷， 

∵ 𝐶𝐸 = 𝐶𝐷，𝐶𝐻 ⊥ 𝐷𝐸， 

∴ 𝐷𝐻 = 𝐸𝐻， 

∵△ 𝐴𝐵𝐶是等腰直角三角形，𝐴𝐷 = 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 5√2， 

∴△ 𝐴𝐵𝐶的面积=
1

2
𝐴𝐵 ⋅ 𝐴𝐶 =

1

2
× 5√2 × 5√2 = 25， 

∵四边形𝐴𝐵𝐶𝐷的面积为 45， 

∴△ 𝐴𝐶𝐷的面积=
1

2
× 𝐴𝐷 × 𝐶𝑁 = 45 − 25 = 20， 

∴
1

2
× 5√2 × 𝐶𝑁 = 20， 

∴ 𝐶𝑁 = 4√2， 

∴ 𝐴𝑁 = √𝐴𝐶2 − 𝐶𝑁2 = √(5√2)
2

− (4√2)
2

= 3√2， 

∵ ∠𝐵𝐴𝐶 = 90°， 
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∴ ∠𝐵𝐴𝑀 + ∠𝐴𝐵𝑀 = ∠𝐵𝐴𝑀 + ∠𝐶𝐴𝑁 = 90°， 

∴ ∠𝐴𝐵𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑁， 

在△ 𝐴𝐵𝑀和△ 𝐶𝐴𝑁中，{
∠𝐴𝑀𝐵 = ∠𝐶𝑁𝐴 = 90°

∠𝐴𝐵𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑁
𝐴𝐵 = 𝐶𝐴

 ， 

∴△ 𝐴𝐵𝑀 ≌△ 𝐶𝐴𝑁(AAS)， 

∴ 𝐵𝑀 = 𝐴𝑁 = 3√2， 

∴△ 𝐴𝐵𝐷的面积=
1

2
𝐴𝐷 × 𝐵𝑀 =

1

2
× 5√2 × 3√2 = 15， 

∴△ 𝐵𝐶𝐷的面积=
1

2
𝐵𝐶 × 𝐷𝐻 = 45 − 15 = 30， 

∴
1

2
× 10 × 𝐷𝐻 = 30， 

∴ 𝐷𝐻 = 6， 

∴ 𝐷𝐸 = 2𝐷𝐻 = 12． 

6．（2023 上·山东济南·八年级统考期末）已知∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐶𝑂𝐷 = 90°，𝑂𝐴 = 𝑂𝐵 = 10，𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 = 8 

 

（1）如图 1，连接𝐴𝐶、𝐵𝐷，问𝐴𝐶与𝐵𝐷相等吗？并说明理由． 

（2）若将△𝐶𝑂𝐷绕点 O 逆时针旋转，如图 2，当点 C 恰好在𝐴𝐵边上时，请写出𝐴𝐶、𝐵𝐶、𝑂𝐶之间关系，并

说明理由． 

（3）若△𝐶𝑂𝐷绕点 O 旋转，当∠𝐴𝑂𝐶 = 15°时，直线𝐶𝐷与直线𝐴𝑂交于点 F，求𝐴𝐹的长． 

 【思路点拨】 

（1）根据题意可证得△𝐴𝑂𝐶≌△𝐵𝑂𝐷(SAS)，据此即可解答； 

（2）连接𝐵𝐷，可证得∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷，据此即可证得△𝐴𝑂𝐶≌𝐵𝑂𝐷(SAS)，𝐴𝐶 = 𝐵𝐷，∠𝐶𝐴𝑂 = ∠𝐷𝐵𝑂，根

据勾股定理可得𝐶𝐷2 = 2𝑂𝐶2，再根据等腰直角三角形的性质可证得∠𝐶𝐵𝐷 = 90°，根据勾股定理即可证得结

论； 

（3）过点 O 作𝑂𝐸 ⊥ 𝐶𝐷于点 E，利用勾股定理可求得𝐶𝐷 = 8√2，根据面积公式可求得𝑂𝐸 = 4√2，再分两
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种情况，分别计算即可求得． 

【解题过程】 

（1）解：𝐴𝐶与𝐵𝐷相等； 

理由如下： 

∵ ∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐶𝑂𝐷 = 90°， 

∴ ∠𝐴𝑂𝐵 + ∠𝐵𝑂𝐶 = ∠𝐶𝑂𝐷 + ∠𝐵𝑂𝐶， 

即∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷， 

在△𝐴𝑂𝐶和△𝐵𝑂𝐷中，{
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷
𝑂𝐶 = 𝑂𝐷

   

∴ △𝐴𝑂𝐶≌𝐵𝑂𝐷(SAS)， 

∴ 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷； 

（2）解：结论：𝐵𝐶2 + 𝐴𝐶2 = 2𝑂𝐶2    

理由如下： 

如图：连接𝐵𝐷， 

 

∵ ∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐶𝑂𝐷 = 90°， 

∴ ∠𝐴𝑂𝐵 − ∠𝐵𝑂𝐶 = ∠𝐶𝑂𝐷 − ∠𝐵𝑂𝐶， 

即∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷 

在△𝐴𝑂𝐶和△𝐵𝑂𝐷中，{
𝑂𝐴 = 𝑂𝐵

∠𝐴𝑂𝐶 = ∠𝐵𝑂𝐷
𝑂𝐶 = 𝑂𝐷

   

∴ △𝐴𝑂𝐶≌𝐵𝑂𝐷(SAS)， 

∴ 𝐴𝐶 = 𝐵𝐷，∠𝐶𝐴𝑂 = ∠𝐷𝐵𝑂， 

∵ ∠𝐴𝑂𝐵 = ∠𝐶𝑂𝐷 = 90°，𝑂𝐴 = 𝑂𝐵，𝑂𝐶 = 𝑂𝐷， 

∴ ∠𝐵𝐴𝑂 = ∠𝐴𝐵𝑂 = 45°，𝐶𝐷2 = 𝑂𝐶2 + 𝑂𝐷2 = 2𝑂𝐶2， 

∴ ∠𝐶𝐴𝑂 = ∠𝐷𝐵𝑂 = 45°， 

∴ ∠𝐶𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐵𝑂 + ∠𝐷𝐵𝑂 = 45° + 45° = 90°， 
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∴ 𝐵𝐶2 + 𝐵𝐷2 = 𝐶𝐷2， 

∴ 𝐵𝐶2 + 𝐴𝐶2 = 2𝑂𝐶2； 

（3）解：如图：过点 O 作𝑂𝐸 ⊥ 𝐶𝐷于点 E， 

∵ ∠𝐶𝑂𝐷 = 90°，𝑂𝐶 = 𝑂𝐷 = 8， 

∴ 𝐶𝐷 = √𝑂𝐶2 + 𝑂𝐷2 = √82 + 82 = 8√2， 

∵ 𝑆△𝑂𝐶𝐷 =
1

2
𝑂𝐶 ⋅ 𝑂𝐷 =

1

2
𝐶𝐷 ⋅ 𝑂𝐸， 

∴ 𝑂𝐸 =
𝑂𝐶⋅𝑂𝐷

𝐶𝐷
=

8×8

8√2
= 4√2， 

如图：当点 F 在𝑂𝐴的延长线上时， 

 

∵ ∠𝐷𝐶𝑂 = 45°，∠𝐴𝑂𝐶 = 15°， 

∴ ∠𝐹 = ∠𝐷𝐶𝑂 − ∠𝐴𝑂𝐶 = 45° − 15° = 30°， 

∴ 𝑂𝐹 = 2𝑂𝐸 = 8√2， 

∴ 𝐴𝐹 = 𝑂𝐹 − 𝑂𝐴 = 8√2 − 10； 

如图：当点 F 在线段𝑂𝐴上时， 

 

∵ ∠𝐷𝐶𝑂 = 45°，∠𝐴𝑂𝐶 = 15°， 

∴ ∠𝐷𝐹𝑂 = ∠𝐷𝐶𝑂 + ∠𝐴𝑂𝐶 = 45° + 15° = 60°， 

∴ ∠𝐹𝑂𝐸 = 90° − 60° = 30°， 



 
 

学科网（北京）股份有限公司 

∴ 𝐸𝐹 =
1

2
𝑂𝐹， 

∵ 𝑂𝐹2 = 𝐸𝐹2 + 𝑂𝐸2， 

∴ 𝑂𝐹2 = (
1

2
𝑂𝐹)

2

+ (4√2)
2
， 

解得𝑂𝐹 =
8

3
√6， 

∴ 𝐴𝐹 = 𝑂𝐴 − 𝑂𝐹 = 10 −
8

3
√6， 

综上，𝐴𝐹的长为8√2 − 10或10 −
8

3
√6． 

7．（2023 下·湖北武汉·八年级校考阶段练习）在等腰△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，D 为𝐵𝐶上一点，E 为𝐴𝐷上一点，

连接𝐵𝐸，𝐶𝐸，∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐶𝐸𝐷 = 2∠𝐵𝐸𝐷 = 2𝑥． 

 

（1）如图 1，若𝑥 = 45°，求证：𝐶𝐸 = 2𝐴𝐸  

（2）如图 2，若𝑥 = 30°，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = √7．求𝐶𝐸的长． 

（3）如图 3，若𝑥 = 60°，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶 = 2√3，点 Q 为△ 𝐴𝐵𝐶外一点，且∠𝐵𝑄𝐴 = 60°, 𝐴𝑄 = 2，求线段𝑄𝐶的

长． 

 【思路点拨】 

（1）作𝐵𝐻 ⊥ 𝐴𝐷，交𝐴𝐷的延长线于𝐻，证明△ 𝐴𝐶𝐸 ≌△ 𝐵𝐴𝐻(AAS)，得到𝐵𝐻 = 𝐴𝐸, 𝐶𝐸 = 𝐴𝐻，即可得证； 

（2）在𝐴𝐷上取点𝐻，使𝐵𝐻 = 𝐸𝐻，作𝐵𝐹 ⊥ 𝐴𝐷于𝐹，同（1）法可得，△ 𝐴𝐶𝐸 ≌△ 𝐵𝐴𝐻(AAS)，得到𝐶𝐸 = 𝐴𝐻, 𝐴𝐸 =

𝐵𝐻，在Rt △ 𝐴𝐵𝐹中，利用勾股定理进行求解即可； 

（3）以𝐴𝑄为边作等腰三角形𝐴𝑄𝑀，使∠𝑄𝐴𝑀 = 120°，𝐴𝑄 = 𝐴𝑀，连接𝐵𝑀， 

证明△ 𝐵𝐴𝑀 ≌△ 𝐶𝐴𝑄(SAS)，得到𝐵𝑀 = 𝐶𝑄，过点𝐴作𝐴𝐺 ⊥ 𝑄𝑀于点𝐺，勾股定理 

求出𝐵𝑀的长，即可得解． 

【解题过程】 

（1）证明：作𝐵𝐻 ⊥ 𝐴𝐷，交𝐴𝐷的延长线于𝐻， 
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∵𝑥 = 45°， 

∴∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐶𝐸𝐷 = 2∠𝐵𝐸𝐷 = 90°， 

∴∠𝐴𝐸𝐶 = 90°， 

∵∠𝐶𝐸𝐷 = ∠𝐸𝐴𝐶 + ∠𝐴𝐶𝐸, ∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐸𝐴𝐶 + ∠𝐵𝐴𝐸， 

∴∠𝐵𝐴𝐻 = ∠𝐴𝐶𝐸， 

∵∠𝐴𝐸𝐶 = ∠𝐻 = 90°, 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴△ 𝐴𝐶𝐸 ≌△ 𝐵𝐴𝐻(AAS)， 

∴𝐵𝐻 = 𝐴𝐸, 𝐶𝐸 = 𝐴𝐻， 

∵∠𝐵𝐸𝐻 = 45°, ∠𝐻 = 90°， 

∴𝐵𝐻 = 𝐸𝐻， 

∴𝐴𝐸 = 𝐸𝐻 =
1

2
𝐶𝐸,  

∴𝐶𝐸 = 2𝐴𝐸； 

（2）在𝐴𝐷上取点𝐻，使𝐵𝐻 = 𝐸𝐻，作𝐵𝐹 ⊥ 𝐴𝐷于𝐹， 

 

则∠𝐵𝐻𝐸 = ∠𝐴𝐸𝐶 = 120°， 

同（1）法可得，△ 𝐴𝐶𝐸 ≌△ 𝐵𝐴𝐻(AAS)， 

∴𝐶𝐸 = 𝐴𝐻, 𝐴𝐸 = 𝐵𝐻， 

设𝐵𝐻 = 𝐸𝐻 = 𝐴𝐸 = 2𝑥， 

∵∠𝐵𝐻𝐹 = 60°， 

∴𝐻𝐹 = 𝑥，𝐵𝐹 = √3𝑥 ， 
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在Rt △ 𝐴𝐵𝐹中，由勾股定理得：(√3𝑥)
2

+ (5𝑥)2 = (√7) ， 

解得：𝑥 =
1

2
（负值舍去）， 

∴𝐶𝐸 = 𝐴𝐻 = 4𝑥 = 2； 

 

（3）解：以𝐴𝑄为边作等腰三角形𝐴𝑄𝑀，使∠𝑄𝐴𝑀 = 120°，𝐴𝑄 = 𝐴𝑀，连接𝐵𝑀， 

 

∵∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝑄𝐴𝑀 = 120°， 

∴∠𝐵𝐴𝐶 + ∠𝐶𝐴𝑀 = ∠𝑄𝐴𝑀 + ∠𝐶𝐴𝑀， 

即∠𝐵𝐴𝑀 = ∠𝐶𝐴𝑄， 

又∵𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴△ 𝐵𝐴𝑀 ≌△ 𝐶𝐴𝑄(SAS)， 

∴𝐵𝑀 = 𝐶𝑄， 

∵𝐴𝑄 = 𝐴𝑀, ∠𝑄𝐴𝑀 = 120°， 

∴∠𝐴𝑄𝑀 = 30°， 

∵∠𝐵𝑄𝐴 = 60°， 

∴∠𝐵𝑄𝑀 = ∠𝐵𝑄𝐴 + ∠𝐴𝑄𝑀 = 60° + 30° = 90°， 

过点𝐴作𝐴𝑁 ⊥ 𝐵𝑄于点𝑁， 

∵𝐴𝑄 = 2, ∠𝐴𝑄𝑁 = 60°， 

∴𝑁𝑄 = 𝐴𝑁 = √3  

∵𝐴𝐵 = 2√3,  

∴ 𝐵𝑁 = √𝐴𝐵2 − 𝐴𝑁2 = √(2√3)
2

− (√3)
2

= 3.  

∴𝐵𝑄 = 𝐵𝑁 + 𝑁𝑄 = 3 + 1 = 4， 

过点𝐴作𝐴𝐺 ⊥ 𝑄𝑀于点𝐺， 

∵∠𝐴𝑄𝐺 = 30°, 𝐴𝑄 = 2， 



 
 

学科网（北京）股份有限公司 

∴𝐴𝐺 = 1，𝐺𝑄 = √3,  

∴𝑄𝑀 = 2√3  

∴𝐵𝑀 = √𝐵𝑄2 + 𝑄𝑀2 = √42 + (2√3)
2

= 2√7， 

∴𝐶𝑄 = 2√7． 

 

8．（2023 下·浙江金华·八年级浙江省义乌市后宅中学校考阶段练习）定义：在△ 𝐴𝐵𝐶，若𝐵𝐶 = 𝑎，𝐴𝐶 = 𝑏，

𝐴𝐵 = 𝑐，a，b，c 满足𝑏2 = 𝑎𝑐 + 𝑎2则称这个三角形为“和谐勾股三角形”．请根据以上定义解决下列问题： 

 

（1）命题：“直角三角形都是和谐勾股三角形”是 （填“真”或“假”）命题； 

（2）如图 1，若等腰△ 𝐴𝐵𝐶是“和谐勾股三角形”，其中𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，𝐴𝐶>𝐴𝐵，求∠𝐴的度数； 

（3）如图 2，在三角形𝐴𝐵𝐶中，∠𝐵 = 2∠𝐴，且∠𝐶>∠𝐴． 

①当∠𝐴 = 32°时，你能把这个三角形分成两个等腰三角形吗？若能，请在图 2 中画出分割线，并标注被分

割后的两个等腰三角形的顶角度数；若不能，请说明理由； 

②请证明△ 𝐴𝐵𝐶为“和谐勾股三角形”  

 【思路点拨】 

（1）先假设Rt △ 𝐴𝐵𝐶是和谐勾股三角形，得出𝑎𝑏 + 𝑎2 = 𝑐2，再由勾股定理得𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2，即可判断出此

直角三角形是等腰直角三角形； 

（2）由“和谐勾股三角形”定义判断出此三角形是等腰直角三角形，即可得出结论； 

（3）①分三种情况，利用等腰三角形的性质即可得出结论； 

②先求出𝐶𝐷 = 𝐶𝐵 = 𝑎，𝐴𝐷 = 𝐶𝐷 = 𝑎，𝐵𝐷 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝐷 = 𝑐 − 𝑎，𝐷𝐺 = 𝐵𝐺 =
1

2
(𝑐 − 𝑎)，𝐴𝐺 =

1

2
(𝑎 + 𝑐)，

在Rt △ 𝐴𝐶𝐺与Rt △ 𝐵𝐶𝐺利用勾股定理分别求𝐶𝐺2，建立方程即可得出结论． 

【解题过程】 

（1）解：如图 1，假设Rt △ 𝐴𝐵𝐶是和谐勾股三角形， 

∴𝑎𝑏 + 𝑎2 = 𝑐2， 

在Rt △ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐶 = 90°，根据勾股定理， 
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∴𝑎2 + 𝑏2 = 𝑐2， 

∴𝑎𝑏 + 𝑎2 = 𝑎2 + 𝑏2， 

∴𝑎𝑏 = 𝑏2 

∴𝑎 = 𝑏， 

∴△ 𝐴𝐵𝐶是等腰直角三角形， 

∴等腰直角三角形是和谐勾股三角形， 

即原命题是假命题， 

故答案为：假； 

（2）∵𝐴𝐵 = 𝐵𝐶，𝐴𝐶>𝐴𝐵 

∴𝑎 = 𝑐，𝑏>𝑐， 

∵△ 𝐴𝐵𝐶是和谐勾股三角形， 

∴𝑎𝑐 + 𝑎2 = 𝑏2， 

∴𝑐2 + 𝑎2 = 𝑏2， 

∴△ 𝐴𝐵𝐶是等腰直角三角形， 

∴∠𝐴 = 45°， 

（3）①在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐴𝐵𝐶 = 2∠𝐵𝐴𝐶，∠𝐵𝐴𝐶 = 32°， 

∴∠𝐴𝐵𝐶 = 64°， 

根据三角形的内角和定理得，∠𝐴𝐶𝐵 = 180° − ∠𝐴𝐵𝐶 − ∠𝐵𝐴𝐶 = 84°， 

∵把这个三角形分成两个等腰三角形， 

当射线经过点 C， 

（Ⅰ）当∠𝐵𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶时， 

 

∵∠𝐴𝐵𝐶 = 64°， 

∴∠𝐵𝐶𝐷 = ∠𝐵𝐷𝐶 = 58°， 

∴∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐵 − ∠𝐵𝐶𝐷 = 84° − 58° = 26°， 

∠𝐴𝐷𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐵𝐶𝐷 = 122°， 

∴△ 𝐴𝐶𝐷不是等腰三角形，此种情况不成立； 
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（Ⅱ）当∠𝐵𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐵𝐶 = 64°时， 

 

∴∠𝐵𝐷𝐶 = 52°， 

∴∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐵 − ∠𝐵𝐶𝐷 = 84° − 64° = 20°，∠𝐴𝐷𝐶 = 128°， 

∴△ 𝐴𝐶𝐷不是等腰三角形，此种情况不成立； 

（Ⅲ）当∠𝐵𝐷𝐶 = ∠𝐴𝐵𝐶 = 64°时， 

 

∴∠𝐵𝐶𝐷 = 52°， 

∴∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐵 − ∠𝐵𝐶𝐷 = 84° − 52° = 32° = ∠𝐵𝐴𝐶， 

∴△ 𝐴𝐶𝐷是等腰三角形， 

即：分割线和顶角标注如图 2 所示， 

当射线经过点 B，同（Ⅰ）的方法，判断此种情况不成立； 

当射线经过点 A，同（Ⅱ）的方法，判断此种情况不成立； 

②如图 3，在𝐴𝐵边上取点 D，连接𝐶𝐷，使∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴， 

作𝐶𝐺 ⊥ 𝐴𝐵于 G， 

 

∴∠𝐶𝐷𝐵 = ∠𝐴𝐶𝐷 + ∠𝐴 = 2∠𝐴， 

∵∠𝐵 = 2∠𝐴， 

∴∠𝐶𝐷𝐵 = ∠𝐵， 

∴𝐶𝐷 = 𝐶𝐵 = 𝑎， 
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∵∠𝐴𝐶𝐷 = ∠𝐴， 

∴𝐴𝐷 = 𝐶𝐷 = 𝑎， 

∴𝐵𝐷 = 𝐴𝐵 − 𝐴𝐷 = 𝑐 − 𝑎， 

∵𝐶𝐺 ⊥ 𝐴𝐵， 

∴𝐷𝐺 = 𝐵𝐺 =
1

2
(𝑐 − 𝑎)， 

∴𝐴𝐺 = 𝐴𝐷 + 𝐷𝐺 = 𝑎 +
1

2
(𝑐 − 𝑎) =

1

2
(𝑎 + 𝑐)， 

在Rt △ 𝐴𝐶𝐺中，𝐶𝐺2 = 𝐴𝐶2 − 𝐴𝐺2 = 𝑏2 − [
1

2
(𝑐 + 𝑎)]

2

， 

在Rt △ 𝐵𝐶𝐺中，𝐶𝐺2 = 𝐵𝐶2 − 𝐵𝐺2 = 𝑎2 − [
1

2
(𝑐 − 𝑎)]

2

， 

∴𝑏2 − [
1

2
(𝑐 + 𝑎)]

2

= 𝑎2 − [
1

2
(𝑐 − 𝑎)]

2

， 

∴𝑏2 = 𝑎𝑐 + 𝑎2， 

∴△ 𝐴𝐵𝐶为“和谐勾股三角形”． 

9．（2023 下·湖北武汉·八年级校考阶段练习）已知△ 𝐴𝐵𝐶中，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，∠𝐵𝐴𝐶 = 2𝛼，∠𝐴𝐷𝐵 = 𝛼． 

（1）如图 1，若𝛼 = 30°，则线段𝐴𝐷，𝐵𝐷，𝐶𝐷之间的数量关系为 ； 

   

（2）若𝛼 = 45°， 

①如图 2；线段𝐴𝐷，𝐵𝐷，𝐶𝐷满足怎样的数量关系？证明你的结论； 

   

②如图 3，点𝐸在线段𝐵𝐷上，且∠𝐵𝐴𝐸 = 45°，𝐴𝐷 = 5，𝐵𝐷 = 4，则𝐷𝐸 = ． 
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 【思路点拨】 

（1）结论：𝐷𝐶2 = 𝐷𝐴2 + 𝐷𝐵2．如图 1 中，将△ 𝐷𝐶𝐵绕点𝐶顺时针旋转60°得到△ 𝑀𝐴𝐶，连接𝐷𝑀．首先证

明△ 𝐷𝐶𝑀是等边三角形，再证明△ 𝐴𝐷𝑀是直角三角形即可解决问题； 

（2）①结论：𝐷𝐶2 = 𝐷𝐵2 + 2𝐷𝐴2．如图 2 中，作𝐴𝑀 ⊥ 𝐴𝐷交𝐷𝐵的延长线于𝑀，连接𝐶𝑀．由△ 𝐷𝐴𝐵 ≌△ 𝑀𝐴𝐶，

推出𝐵𝐷 = 𝐶𝑀，∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝑀𝐶 = 45°推出∠𝐷𝑀𝐶 = 90°，推出𝐷𝐶2 = 𝐶𝑀2 + 𝐷𝑀2，由𝐶𝑀 = 𝐷𝐵，𝐷𝑀 =

√2𝐴𝐷，即可证明；②如图 3 中，在图 2 的基础上将△ 𝐴𝑀𝐵绕点𝐴顺时针旋转90°得到△ 𝐴𝐷𝐺．则△ 𝐴𝐸𝐺 ≌

△ 𝐴𝐸𝐵，∠𝐺𝐷𝐸 = 90°，可得𝐸𝐵 = 𝐸𝐺，设𝐷𝐸 = 𝑥．𝐸𝐵 = 𝐸𝐺 = 4 − 𝑥，由𝐴𝐷 = 𝐴𝑀 = 5，推出𝐷𝑀 = 5√2，

𝐵𝑀 = 𝐷𝐺 = 5√2 − 4，在RtΔ𝐷𝐸𝐺中，根据𝐷𝐺2 + 𝐷𝐸2 = 𝐸𝐺2，列出方程即可解决问题． 

【解题过程】 

（1）解：结论：𝐷𝐶2 = 𝐷𝐴2 + 𝐷𝐵2． 

理由如下： 

将△ 𝐷𝐶𝐵绕点𝐶顺时针旋转60°得到△ 𝑀𝐴𝐶，连接𝐷𝑀，如图 1 所示： 

   

∵ 𝐶𝐷 = 𝐶𝑀，∠𝐷𝐶𝑀 = 60°， 

∴△ 𝐷𝐶𝑀是等边三角形， 

∴ 𝐷𝑀 = 𝐶𝐷 = 𝐶𝑀， 

∵ ∠𝐴𝐷𝐵 = 30°， 

∴ ∠𝐷𝐴𝐵 + ∠𝐷𝐵𝐴 = 150°， 

∵ ∠𝑀𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐵𝐶， 

∴ ∠𝑀𝐴𝐶 + ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝐷𝐵𝐶 + ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝐷𝐵𝐴 + ∠𝐴𝐵𝐶 + ∠𝐷𝐴𝐵 = 150° + 60° = 210°， 

∴ ∠𝐷𝐴𝑀 = 360° − 210° − 60° = 90°， 

∴ 𝐷𝑀2 = 𝐷𝐴2 + 𝐴𝑀2， 
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∵ 𝐴𝑀 = 𝐷𝐵，𝐷𝑀 = 𝐷𝐶， 

∴ 𝐷𝐶2 = 𝐷𝐴2 + 𝐷𝐵2． 

故答案为𝐷𝐶2 = 𝐷𝐴2 + 𝐷𝐵2； 

（2）解：①结论：𝐷𝐶2 = 𝐷𝐵2 + 2𝐷𝐴2． 

理由如下： 

作𝐴𝑀 ⊥ 𝐴𝐷交𝐷𝐵的延长线于𝑀，连接𝐶𝑀，如图 2 所示： 

     

∵ ∠𝐴𝐷𝑀 = 45°，∠𝐷𝐴𝑀 = 90°， 

∴ ∠𝐴𝐷𝑀 = ∠𝐴𝑀𝐷 = 45°， 

∴ 𝐷𝐴 = 𝐴𝑀，𝐷𝑀 = √2𝐷𝐴， 

∵ ∠𝐷𝐴𝑀 = ∠𝐵𝐴𝐶， 

∴ ∠𝐷𝐴𝐵 = ∠𝑀𝐴𝐶， 

∵ 𝐴𝐵 = 𝐴𝐶， 

∴△ 𝐷𝐴𝐵 ≌△ 𝑀𝐴𝐶， 

∴ 𝐵𝐷 = 𝐶𝑀，∠𝐴𝐷𝐵 = ∠𝐴𝑀𝐶 = 45° 

∴ ∠𝐷𝑀𝐶 = 90°， 

∴ 𝐷𝐶2 = 𝐶𝑀2 + 𝐷𝑀2， 

∵ 𝐶𝑀 = 𝐷𝐵，𝐷𝑀 = √2𝐴𝐷， 

∴ 𝐷𝐶2 = 𝐷𝐵2 + 2𝐷𝐴2； 

②在图 2 的基础上将△ 𝐴𝑀𝐵绕点𝐴顺时针旋转90°得到△ 𝐴𝐷𝐺，如图 3 所示： 
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则△ 𝐴𝐸𝐺 ≌△ 𝐴𝐸𝐵，∠𝐺𝐷𝐸 = 90°， 

∴ 𝐸𝐵 = 𝐸𝐺， 

设𝐷𝐸 = 𝑥，则𝐸𝐵 = 𝐸𝐺 = 4 − 𝑥， 

∵ 𝐴𝐷 = 𝐴𝑀 = 5， 

∴ 𝐷𝑀 = 5√2，𝐵𝑀 = 𝐷𝐺 = 5√2 − 4， 

在RtΔ𝐷𝐸𝐺中，由勾股定理知𝐷𝐺2 + 𝐷𝐸2 = 𝐸𝐺2，则(5√2 − 4)2 + 𝑥2 = (4 − 𝑥)2，解得𝑥 =
20√2−25

4
， 

故答案为5√2 −
25

4
． 

10．（2023 下·重庆沙坪坝·八年级重庆一中校考期中）在△ 𝐴𝐵𝐶中，∠𝐵 = 45°，E 为平面内一点，连接𝐴𝐸、𝐶𝐸． 

   

（1）如图 1，若点 E 在线段𝐵𝐶上，𝐴𝐶 = 𝐸𝐶，𝐴𝐵 = 4√2，𝐵𝐸 = 3，求线段𝐴𝐶的长； 

（2）如图 2，若点 E 在△ 𝐴𝐵𝐶内部，𝐴𝐶 = 𝐸𝐶，∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐴𝐶𝐸，求证：𝐴𝐸 + 2𝐴𝐵 = √2𝐵𝐶； 

（3）如图 3，若点 E 在△ 𝐴𝐵𝐶内部，连接𝐵𝐸，𝐴𝐵 = 4，𝐵𝐶 = 6√2，请直接写出
1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴的最小

值． 

 【思路点拨】 

（1）过点 A 作𝐴𝐹 ⊥ 𝐵𝐶于 F，则可得△ 𝐴𝐹𝐵是等腰直角三角形，由勾股定理可求得𝐴𝐹 = 𝐵𝐹 = 4，则可得
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𝐸𝐹 = 1，再设𝐴𝐶 = 𝑥，则𝐶𝐹 = 𝐶𝐸 − 𝐸𝐹 = 𝑥 − 1，在Rt △ 𝐴𝐹𝐶中由勾股定理建立方程即可求解；  

（2）过 C 作𝐶𝐺 ⊥ 𝐵𝐶交𝐵𝐴的延长线于点 G，在𝐴𝐺上取𝐴𝐻 = 𝐴𝐸，连接𝐶𝐻；首先可证明△ 𝐴𝐸𝐶 ≌△ 𝐴𝐻𝐶，

其次再证明△ 𝐴𝐵𝐶 ≌△ 𝐻𝐺𝐶，则得𝐺𝐻 = 𝐴𝐵，从而由勾股定理即可证明结论成立； 

（3）过点 B 作𝐵𝑁 ⊥ 𝐵𝐸，且𝐵𝑁 = 𝐵𝐸，作𝐵𝑀 ⊥ 𝐵𝐶，𝐵𝑀 = 𝐵𝐶，连接𝑀𝑁；分别取𝐵𝑀、𝐵𝑁的中点 D、F，

连接𝐷𝐹，过 A 作𝐴𝑃 ⊥ 𝐵𝐷交𝐷𝐵延长线于点 P，连接𝐸𝐹、𝐴𝐷、𝐹𝐷；证明△ 𝐵𝐸𝐶 ≌△ 𝐵𝑁𝑀，则𝑀𝑁 = 𝐶𝐸，

由中点及中位线定理知𝐵𝐹 =
1

2
𝐵𝐸，𝐵𝐷 =

1

2
𝐵𝐶，𝐷𝐹 =

1

2
𝑀𝑁 =

1

2
𝐶𝐸，在Rt △ 𝐸𝐵𝐹中，由勾股定理得𝐸𝐹 =

√5

2
𝐵𝐸；则

1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴 = 𝐷𝐹 + 𝐹𝐸 + 𝐴𝐸，则当点 A、E、F、D 四点共线时，

1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴的最小

值为𝐴𝐷的长，由勾股定理求解即可． 

【解题过程】 

（1）解：如图，过点 A 作𝐴𝐹 ⊥ 𝐵𝐶于 F， 

则∠𝐴𝐹𝐵 = ∠𝐴𝐹𝐶 = 90°， 

 

∴∠𝐹𝐴𝐵 = ∠𝐹𝐵𝐴 = 45°， 

∴𝐴𝐹 = 𝐵𝐹 

即△ 𝐴𝐹𝐵是等腰直角三角形， 

由勾股定理得：𝐴𝐹2 + 𝐵𝐹2 = 𝐴𝐵2 = 32， 

∴𝐴𝐹 = 𝐵𝐹 = 4， 

∴𝐸𝐹 = 𝐵𝐹 − 𝐵𝐸 = 1； 

设𝐴𝐶 = 𝑥，则𝐶𝐸 = 𝐴𝐶 = 𝑥， 

∴𝐶𝐹 = 𝐶𝐸 − 𝐸𝐹 = 𝑥 − 1； 

在Rt △ 𝐴𝐹𝐶中，𝐴𝐹2 + 𝐶𝐹2 = 𝐴𝐶2， 

即42 + (𝑥 − 1)2 = 𝑥2， 

解得：𝑥 =
17

2
； 

（2）解：如图，过 C 作𝐶𝐺 ⊥ 𝐵𝐶交𝐵𝐴的延长线于点 G，在𝐴𝐺上取𝐴𝐻 = 𝐴𝐸，连接𝐶𝐻； 
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∵𝐴𝐶 = 𝐶𝐸， 

∴∠𝐶𝐴𝐸 = ∠𝐶𝐸𝐴； 

∵∠𝐶𝐴𝐸 + 2∠𝐶𝐴𝐸 = 180°，∠𝐵𝐴𝐸 + ∠𝐶𝐴𝐸 + ∠𝐶𝐴𝐻 = 180°，∠𝐵𝐴𝐸 = ∠𝐴𝐶𝐸， 

∴∠𝐶𝐴𝐸 = ∠𝐶𝐴𝐻， 

∵𝐴𝐶 = 𝐴𝐶，𝐴𝐸 = 𝐴𝐻， 

∴△ 𝐴𝐸𝐶 ≌△ 𝐴𝐻𝐶(SAS)， 

∴𝐶𝐸 = 𝐶𝐻， 

∵𝐶𝐴 = 𝐶𝐸， 

∴𝐶𝐴 = 𝐶𝐻， 

∴∠𝐶𝐻𝐴 = ∠𝐶𝐴𝐻， 

∴∠𝐶𝐻𝐺 = ∠𝐶𝐴𝐵； 

∵𝐶𝐺 ⊥ 𝐵𝐶，∠𝐵 = 45°， 

∴∠𝐺 = ∠𝐵 = 45°， 

∴△ 𝐴𝐵𝐶 ≌△ 𝐻𝐺𝐶(AAS)， 

∴𝐺𝐻 = 𝐴𝐵， 

∴𝐵𝐺 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐻 + 𝐶𝐺 = 𝐴𝐸 + 2𝐴𝐵； 

∵∠𝐺 = ∠𝐵 = 45°，𝐶𝐺 ⊥ 𝐵𝐶， 

∴𝐶𝐵 = 𝐶𝐺， 

由勾股定理得：𝐵𝐺 = √2𝐵𝐶， 

∴𝐴𝐸 + 2𝐴𝐵 = √2𝐵𝐶； 

（3）解：如图，过点 B 作𝐵𝑁 ⊥ 𝐵𝐸，且𝐵𝑁 = 𝐵𝐸；作𝐵𝑀 ⊥ 𝐵𝐶，𝐵𝑀 = 𝐵𝐶，连接𝑀𝑁；分别取𝐵𝑀、𝐵𝑁的

中点 D、F，连接𝐷𝐹；过 A 作𝐴𝑃 ⊥ 𝐵𝐷交𝐷𝐵延长线于点 P，连接𝐸𝐹、𝐴𝐷； 
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∵∠𝐸𝐵𝑁 = ∠𝐶𝐵𝑀 = 90°， 

∴∠𝐸𝐵𝐶 = ∠𝑁𝐵𝑀； 

∵𝐵𝑁 = 𝐵𝐸，𝐵𝐶 = 𝐵𝑀， 

∴△ 𝐵𝐸𝐶 ≌△ 𝐵𝑁𝑀(SAS)， 

∴𝑀𝑁 = 𝐶𝐸， 

∵𝐵𝑀、𝐵𝑁的中点分别为 D、F， 

∴𝐵𝐹 =
1

2
𝐵𝐸，𝐵𝐷 =

1

2
𝐵𝐶，𝐷𝐹 =

1

2
𝑀𝑁 =

1

2
𝐶𝐸， 

在Rt △ 𝐸𝐵𝐹中，由勾股定理得𝐸𝐹 = √𝐵𝐹2 + 𝐵𝐸2 =
√5

2
𝐵𝐸； 

∴
1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴 = 𝐷𝐹 + 𝐹𝐸 + 𝐴𝐸， 

∴当点 A、E、F、D 四点共线时，
1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴取得最小值，且最小值为𝐴𝐷的长； 

∵𝐵𝐷 ⊥ 𝐵𝐶𝑃，𝐴 ⊥ 𝐵𝑃，∠𝐴𝐵𝐶 = 45°， 

∴∠𝑃𝐵𝐴 = ∠𝑃𝐴𝐵 = 45°， 

∴𝑃𝐴 = 𝑃𝐵 =
√2

2
𝐴𝐵 = 2√2； 

∵𝐵𝑀 = 𝐵𝐶 = 6√2， 

∴𝐵𝐷 =
1

2
𝐵𝑀 = 3√2， 

∴𝑃𝐷 = 𝑃𝐵 + 𝐵𝐷 = 2√2 + 3√2 = 5√2； 

在Rt △ 𝑃𝐷𝐴中，由勾股定理得𝐴𝐷 = √𝑃𝐴2 + 𝑃𝐷2 = √8 + 50 = √58， 

∴
1

2
𝐸𝐶 +

√5

2
𝐸𝐵 + 𝐸𝐴的最小值为√58． 

11．（2023上·重庆沙坪坝·八年级重庆八中校考开学考试）已知△ 𝐴𝐵𝐶和△ 𝐴𝐷𝐸都是等腰直角三角形，∠𝐵𝐴𝐶 =
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∠𝐷𝐴𝐸 = 90°，𝐴𝐵 = 𝐴𝐶，𝐴𝐷 = 𝐴𝐸，连接𝐵𝐷、𝐶𝐸． 

   

（1）如图 1，若点𝐵、𝐷、𝐸在同一直线上，已知𝐴𝐷 = 2√2，𝐵𝐷 = 2，求线段𝐵𝐶的长度． 

（2）如图2，当∠𝐴𝐷𝐵 = 90°时，过点𝐵作𝐵𝐺 ⊥ 𝐸𝐷并交𝐸𝐷的延长线于点𝐺，𝐸𝐺与𝐵𝐶交于点𝐹，求证：𝐷𝐸 = 2𝐹𝐺． 

（3）如图 3，已知若𝐴𝐵 = 4，直线𝐵𝐷与直线𝐶𝐸相交于点𝑃，过点𝐶作直线𝐶𝐻垂直于𝐶𝐵，点𝑄是直线𝐶𝐻上

一点，直接写出𝐴𝑄 + 𝑃𝑄的最小值． 

 【思路点拨】 

（1）如图 1 中，设𝐴𝐶与𝐵𝐸交于点𝑂，证明△ 𝐵𝐴𝐷 ≌△ 𝐶𝐴𝐸(SAS)，推出𝐵𝐷 = 𝐶𝐸 = 2, ∠𝐴𝐵𝐷 = ∠𝐴𝐶𝐸，推

出∠𝐶𝐸𝑂 = ∠𝐵𝐴𝑂 = 90°，可得结论； 

（2）连接𝐴𝐹，过点𝐴作𝐴𝑁 ⊥ 𝐸𝐺于点𝑁，过点𝐶作𝐶𝑀 ⊥ 𝐸𝐹与𝑀，则∠𝐶𝑀𝐸 = ∠𝐴𝑁𝐹 = 90°，依次证明△ 𝐵𝐴𝐷 ≌

△ ∠𝐶𝐴𝐸(SAS)，再求出△ 𝐺𝐵𝐷 ≌△ 𝑀𝐸𝐶(AAS)，△ 𝐵𝐹𝐺 ≌△ 𝐶𝐹𝑀(AAS)，△ 𝐵𝐹𝐺 ≌△ 𝐹𝐴𝑁，即可得出结论； 

（3）如图 3，作点𝐴关于𝐶𝐻的对称点𝐽，连接𝐶𝐽，𝐴𝐽，过点𝐽作𝐽𝑀 ⊥ 𝐵𝐶交𝐵𝐶的延长线于点𝑀，取𝐵𝐶的中点𝑂，

连接𝑂𝑃，𝑂𝐽．求出𝑃𝐽的最小值，可得结论． 

【解题过程】 

（1）解：如图 1 中，设𝐴𝐶与𝐵𝐸交于点𝑂 

   

∵△ 𝐴𝐵𝐶和△ 𝐴𝐷𝐸都是等腰直角三角形 

∴𝐴𝐵 = 𝐴𝐶, 𝐴𝐷 = 𝐴𝐸，∠𝐵𝐴𝐶 = ∠𝐷𝐴𝐸 = 90° 
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