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中 文 摘 要

在研究保险公司的最优投资再保险策略问题时謬 最为常见的方法就是将

随机控制理论应用到风险模型中謮 一般来说謬 解决随机最优控制问题的方法

一种是 譂譥譬譬譭譡譮的动态规划原理謬另外一种是 譐譯譮譴譲譹譡譧譩譮型随机最大值原理謮

大多数学者在解决最优投资再保险问题时謬 通常会选择 譂譥譬譬譭譡譮 的动态

规划原理謬 建立 譈譊譂 方程并通过随机验证定理得到问题的最优解謮 但 譂譥譬譬謭

譭譡譮 的动态规划原理严重依赖于随机系统的半群性质謬 这使得保险公司的

风险模型受限于马尔可夫过程謬 导致了模型与实际现象存在很大差距謮 由于

譈譵譲譳譴 指数大于 謱/謲 时的分数布朗运动的增量具有正相关性謬 即具有长期相

依性謬 因此它能够更准确地刻画保险公司的索赔过程謮 且分数布朗运动不是

马尔可夫过程謬 在解决分数布朗运动驱动的随机控制问题时謬 譂譥譬譬譭譡譮 动态规

划原理失效謬 所以我们自然地会使用 譐譯譮譴譲譹譡譧譩譮 型随机最大值原理的方法謮

本文假设保险公司的盈余过程由分数布朗运动驱动謬 设保险公司在保险

市场上进行比例再保险来分散风险謬 在金融市场上投资来增加公司财富謮 其

中謬 我们令金融市场由一种风险资产和一种无风险资产构成謬 且风险资产由布

朗运动驱动謮 在保险公司进行比例再保险和投资之后謬 考虑延迟财富謬 我们得

到了一个由分数布朗运动和标准布朗运动同时驱动的随机时滞微分方程謬 它

代表保险公司的财富过程謮 我们的目的是找到一个最优的投资謭再保险策略謬

使保险公司的终端期望财富达到最大值謮 因此謬 本文的主要研究内容如下謺

謨謱謩 研究了由分数布朗运动和标准布朗运动同时驱动的随机时滞微分方

程的最优控制问题謬 其中控制系统的状态变量和控制变量均含有时滞因子謬 分

数布朗运动与布朗运动具有相关性謮 借助分数布朗运动的相关性质、对偶方

法和超前的倒向随机微分方程謬 我们得到了一个带有 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 导数和诱导算

子的 譐譯譮譴譲譹譡譧譩譮 型的随机最大值原理謮

謨謲謩 研究了保险公司的最优投资謭再保险问题謬 其中保险公司进行比例再

保险和金融投资謮 利用随机最大值原理謬 我们给出了最优投资謭再保险策略所

满足的必要条件謮
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第 1章 引言

1.1 研究背景

随机最优控制理论在金融数学中发挥着重要作用謬 并在该领域的各种实

际应用中被广泛使用着謮 大多数现代的投资组合理论都是基于随机控制理论

的概念和技术謬 其中一些已经脱离了学术界的限制謬 并在现代银行和金融实践

中得到了积极应用謮

近年来謬 越来越多的学者用随机最优控制理论来解决保险的风险理论下

的优化问题謮 这是因为如今保险公司的资产负债管理越来越技术化謬 与金融部

门的联系也越来越紧密謮 保险公司为了分散自身风险謬 可以将部分责任准备金

投资到金融市场中謬 也可以与其他保险公司签订再保险合同謮 保险公司需要

制定适当的投资再保险策略来优化其投资交易并管理其风险敞口謬 这就可以

通过最优控制的技术来实现謮

研究表明謬 保险损失数据具有尖峰厚尾的特征謮 因此謬 保险数据的这种随

机性使得用布朗运动来描述保险损失的波动情况比较受限謮 作为经典布朗运

动的延伸謬 由 譍譡譮譤譥譬譢譲譯譴 和 譶譡譮 譎譥譳譳 譛謱譝 提出的分数布朗运动在赫斯特指数

H ≥ 謱/謲 时的增量是正相关的謮 此时謬 分数布朗运动具有长期相依性謬 并表现

出了更好的尾部行为謬 从而分数布朗运动可以更能精确地刻画尖峰厚尾这一

特征謮 在考虑金融模型时謬 分数布朗运动的长期相依性还可以用来表示股票当

期价格与前一期价格的正相关关系謬 因此在金融领域中用分数布朗运动代替

布朗运动作为基础扩散过程的想法也越来越常见 譛謲謬 謳譝謮 除了金融领域謬 这一

随机过程还成功地应用于水文学、网络流量、物理学和许多其他领域中謮

依据现有的研究謬 大部分学者一直使用具有马尔可夫性质的布朗运动来

刻画保险的索赔过程謮 然而对于保险公司来说謬 理赔过程往往具有长期依赖

性謮 所以在考虑保险公司的索赔过程时謬 把分数布朗运动用作建模工具会比标

准布朗运动更灵活些謮 因此謬 本文的一个创新点就是我们设保险公司的索赔过

程是由分数布朗运动驱动的謮

延迟或时滞现象在现实生活中被广泛观察到謬 在学术界中也有很多应用謮

謱
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例如謬 出于生物学原因謬 延迟自然会发生在种群动力学模型中謮 因此謬 在处理

生态系统的最优收获问题时謬 需要研究带有时滞因素的最优控制系统謮 另一个

有关延迟现象的应用领域是数学金融謬 其中动态的延迟可以代表金融系统中

的记忆或惯性謮 如果金融市场具有有限记忆或存在与绩效相关的资本流入或

流出謬 那么我们需要考虑具有延迟的状态过程謮

1.2 研究现状

再保险和投资是保险公司管理风险的主要方式謮 近年来謬 再保险和投资

已经成为精算领域的热门话题謮 关于最优再保险策略的研究可以追溯到 譋譡譲譬

譛謴譝 和 譋譥譮譮譥譴譨 譛謵譝謮 謲謰 世纪 謹謰 年代以来謬 随机控制理论开始普遍应用于最

优投资再保险策略的研究中謮 譈譩議議 和 譐譬譵譭 譛謶譝、譄譡譶譩譤 和 譙譯譵譮譧 譛謷譝 从最小

化破产概率的角度考虑保险公司的最优再保险投资问题謮 譙譡譮譧 和 譚譨譡譮譧 譛謸譝謬

譚譨譡譮譧 和 譓譩譵 譛謹譝謬 譙譩 等人 譛謱謰譝謬 以及 譌譩譡譮譧 和 譂譡譹譲譡譫譴譡譲 譛謱謱譝 寻找最优再保险

投资策略謬以使终端财富的预期效用最大化謮 譂譡譩和 譇譵譯 譛謱謲譝在没有做空约束

的情况下謬 研究了最大化指数效用和最小化破产概率的最优比例再保险投资

问题謮 譂譡譩 和 譚譨譡譮譧 譛謱謳譝謬 譓譨譥譮 和 譚譥譮譧 譛謱謴譝 还有 譚譥譮譧 等人 譛謱謵譝 在均值謭方差

准则下謬 研究不同情况下的最优再保险投资策略謮 譚譨譡譮譧 和 譍譥譮譧 譛謱謶譝 把保险

人和再保险人的利益以及再保险人的市场份额全部考虑在内謬 建立了一个稳

健的最优再保险投资模型謬 然后用随机动态规划原理推导出譈譊譂方程謬 得到了

模糊厌恶保险公司的显式最优策略謮 譙譵譡譮 等人 譛謱謷譝 研究了具有两类保险业

务的风险模型中的最优投资和再保险问题謬 其中这两类保险业务的索赔数量

过程具有相关性謬 并且借款利率高于贷款利率謮

许多学者针对分数布朗运动驱动的随机控制问题进行了研究謮 例如謬 謲謰謰謲

年 譂譩譡譧譩譮譩 等人 譛謱謸譝 首先把分数布朗运动应用到了随机控制领域中謬 他们设

控制系统是由 n 维 譈譵譲譳譴 指数为 H ∈ 謨謱/謲, 謱謩n 的分数布朗运动驱动的謬 并

获得了一个最大值原理謮 譈譵 和 譚譨譯譵 譛謱謹譝 研究了包含分数布朗运动的随机线

性系统的最优控制问题謮 他们引入了一个新的 譒譩譣譣譡譴譩 型方程謬 这是一个由分

数布朗运动和标准布朗运动驱动的倒向微分随机方程謮 譈譡譮 等人 譛謲謰譝 获得了

由分数布朗运动驱动的一般控制系统随机控制问题的极大值原理謮 譗譡譮譧 等

謲
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人 譛謲謱譝 考虑了分数布朗运动驱动的随机时滞微分方程的最优控制问题謮 在他

们的控制系统中謬 他们假设状态变量具有延迟因子謬 并推导出了最优控制问题

需要满足的必要条件謮 譂譵譣譫譤譡譨譮 等人 譛謲謲譝 研究了由分数布朗运动驱动的具

有 譈譵譲譳譴 指数 H ∈ 謨謱/謲, 謱謩 的平均场随机控制问题謮 他们得到了一个庞特里

亚金型最大值原理謮 譈譡譮 和 譓譵譮 譛謲謳譝 考虑了由分数布朗运动驱动的随机线性

控制系统謬 譈譵譲譳譴 参数 H 大于 謱/謲謬 其中目标泛函相对于状态和控制变量是二

次的謮 他们获得了一个随机最大值原理作为最优控制的必要条件謮 譓譵譮 譛謲謴譝 在

控制域不一定是凸的假设下謬 研究了由 譛謲謰譝 引入的一般控制系统的最优控制

问题謮 但是謬 由分数布朗运动和标准布朗运动同时驱动的的随机时滞系统的最

优控制问题謬 目前研究的较少謮 因此謬 本文将深入探讨这一类随机控制问题謮

关于随机时滞微分方程的最优控制问题謬 现有的理论也非常丰富謬 同时也

有许多的应用謮 譃譨譥譮 和 譗譵 譛謲謵譝謬 謟譫譳譥譮譤譡譬 等人 譛謲謶譝謬 譓譨譥譮 等人 譛謲謷譝 研究了

不同情况下的随机时滞微分方程的最优控制问题謬 建立了随机最大值原理謬 并

把最大值原理应用到了具体的金融模型上謮 时滞在保险市场中的影响同样不

能忽视謬 大量学者也把随机时滞微分方程应用到了保险问题的研究中謮 例如謬

譓譨譥譮 和 譚譥譮譧 譛謲謸譝 采用三阶段程序来解决均值謭方差准则下保险人的最优投资

和再保险问题謬 最终得到了有效的策略和保险公司均值謭方差问题的有效前沿謮

譁 和 譌譩 譛謲謹譝 在 譈譥譳譴譯譮 的随机波动模型下謬 研究了一个具有延迟的最有投资

和超额损失再保险问题謮 譁 等人 譛謳謰譝 研究了一个具有延迟和跳扩散风险过程

的最有投资和超额损失再保险问题謬 通过求解 譈譊譂 方程謬 得到了最优策略和

相应的值函数的闭式表达式謮 識譩譡譯 和 譑譩譵 譛謳謱譝 基于再保险的系统建立了一个

再保险延迟风险投资模型謮 他们利用这个模型来描述保险公司的收益情况謬 在

最小化破产概率的优化准则下求解最优投资和再保险策略謮 同时謬 通过对模

型参数数据的分析謬 讨论了各参数对最优投资和再保险策略的影响謮

1.3 论文结构

本文主要从以下四个方面展开详细研究謺

第一章是引言部分謬 介绍了本文的研究背景謬 阐述了投资謭再保险问题的

研究现状謮

謳
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第二章主要对分数布朗运动的相关内容进行了介绍謮 给出了分数布朗运

动的概念和基本性质謬 回顾 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 导数的定义和性质謮 介绍了几个空间和

命题謬 为推导最大值原理做准备謮

第三章的主要内容是最大值原理的推导謮 我们研究了由 譈譵譲譳譴 指数 H >

謱/謲 的分数布朗运动和标准布朗运动同时驱动的随机时滞系统的最优控制问

题謮 给出状态方程相对应的差分方程的一个估计謬 并借助对偶方法和超前的倒

向随机微分方程来推导最大值原理謬 获得了最优控制需要满足的必要条件謮

第四章在第三章的基础上考虑了保险公司的最优投资謭再保险问题謮 假设

保险公司的索赔过程是由分数布朗运动驱动的謬 在进行比例再保险和投资之

后謬 把瞬时的资金流入流出考虑在内謬 得到了一个由分数布朗运动和标准布朗

运动同时驱动的随机时滞微分方程謬 它代表保险公司的财富过程謮 最后利用

第三章的最大值原理给出最优投资謭再保险策略的必要条件謮

謴
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第 2章 分数布朗运动

本章主要给出了一些预备知识謬 为后续最大值原理的推导做铺垫謮 首先

我们介绍了分数布朗运动的基本概念謬 并引入由核函数 ZH謨t, s謩 诱导的算子

�H,T 謬 �∗H,T 謬 和 B∗H,T 謮 通过这些算子謬 我们能够将关于分数布朗运动的随机积

分转换成关于布朗运动的随机积分謮 其次謬 我们给出 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 导数的定义謬

并回顾了与 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 计算相关的经典命题謮

2.1 概念与假设

本文通篇假定分数布朗运动的 譈譵譲譳譴 指数 H 限定在 謨謱/謲, 謱謩 区间内謮 设

T > 謰 为一个有限的时间謬 譈譵譲譳譴 指数为 H 的 m 维分数布朗运动 BH謨t謩 謽

謨BH
1 謨t謩, · · · , BH

m謨t謩, t ∈ 譛謰, T 譝謩 是一个连续的高斯过程謬 其具有性质

E譛BH
i 謨t謩譝 謽 BH

i 謨謰謩 謽 謰

和

E譛BH
i 謨t謩B

H
j 謨t謩譝 謽

謱

謲
δij謨t

2H 謫 s2H − |t− s|2H謩,

其中

δij 謽

謱, 譩警 i 謽 j,

謰, 譩警 i 6謽 j,

i, j 謽 謱, . . . ,m謮 当 H 謽 謱/謲 时謬 分数布朗运动就是一个标准的布朗运动謬 我

们将它记作 Bt謮

令 謨Ω, F , P 謩 为一个完备的概率空间謬 它具有一个右连续且递增的域流

{Ft}t≥0謮 F0 包含所有 P 测度意义下的零测集謬 Ft 是由 譈譵譲譳譴 指数 H ∈
謨謱/謲, 謱謩 的 m 维分数布朗运动 BH謨t謩 謽 謨BH

1 謨t謩, · · · , BH
m謨t謩, t ∈ 譛謰, T 譝謩 生成

的謮 众所周知謬 分数布朗运动可以表示为

BH
j 謨t謩 謽

∫ t

0

ZH謨t, s謩dBj謨s謩, 謨謲謮謱謩

謵
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其中 Bt 謽 謨B1謨t謩, · · · , Bm謨t謩, t ∈ 譛謰, T 譝謩 是一个 m 维的布朗运动謬 核函数

ZH謨t, s謩 满足条件謺

ZH謨t, s謩 謺謽 κH

[(
t

s

)H− 1
2

謨t− s謩H−
1
2 −

(
H − 謱

謲

)
s

1
2
−H
∫ t

s

uH−
3
2 謨u− s謩H−

1
2du

]
,

其中 謀謨·謩 是 譇譡譭譭譡 函数謬 κH 为常数謬

κH 謽

√
謲HΓ 謨3

2
−H謩

Γ 謨H 謫 1
2
謩Γ 謨謲− 謲H謩

. 謨謲謮謲謩

因此謬 由分数布朗运动 {BH
t } 生成的域流与由其基本的布朗运动生成的

域流是一致的謬 也就是謬

Ft 謽 σ謨BH
1 謨s謩, . . . , BH

m謨s謩, 謰 ≤ s ≤ t謩 謽 σ謨B1謨s謩, . . . , Bm謨s謩, 謰 ≤ s ≤ t謩.

回顾由 謨謲謮謱謩 诱导的算子 �H,T 謬 �∗H,T 和 B∗H,T 謨见 譛謳謲譝 中的 謨謵謮謴謩謬 謨謵謮謲謱謩

和 謨謵謮謳謵謩謩謮

�H,Tf謨t謩 謽
∫ t

0

∂

∂t
ZH謨t, s謩f謨s謩ds, 謰 ≤ t ≤ T,

�∗H,Tf謨t謩 謽

(
H − 謱

謲

)
κHt

1
2
−H
∫ T

t

uH−
1
2 謨u− t謩H−

3
2f謨u謩du, 謰 ≤ t ≤ T 謨謲謮謳謩

和

B∗H,Tf謨t謩 謽 −
謲Hκ1

κH
t
1
2
−H d

dt

∫ T

t

謨u− t謩
1
2
−HuH−

1
2f謨u謩du,

其中 κH 的定义在 謨謲謮謲謩謬 并且

κ1 謽
謱

謲H謀謨H − 1
2
謩謀謨3

2
−H謩

.

令 A 謺謽 {B∗H,Tf 謺 f ∈ S}謬 其中 S 表示在区间 譛謰, T 譝 上导数有界的所有光

滑函数的集合謮 对于 A 中的任意两个元素 g1 謽 B∗H,Tf1 和 g2 謽 B∗H,Tf2謬 定义

〈g1, g2〉ΘH 謺謽

∫ T

0

f1謨t謩f2謨t謩dt 謽

∫ T

0

�∗H,Tg1謨t謩�
∗
H,Tg2謨t謩dt.
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将A 通过标量积 〈· , ·〉ΘH 张成的空间表示为 謂H謨譛謰, T 譝謩謮 当 g1 謽 g2 时謬 我们

有范数表达式：

‖g1‖2
ΘH

謽

∫ T

0

|f1謨t謩|2dt 謽
∫ T

0

|�∗H,Tg1謨s謩|2ds.

使用算子 �∗H,T 謬 我们可以把关于分数布朗运动的积分转换成关于标准布

朗运动的积分謺

设 f ∈ 謂H謨譛謰, T 譝謩 为一个确定的函数謮 定义 謨譛謳謲譝 定义 謶謮謱 謩∫ T

0

f謨t謩dBH
j 謨t謩 謺謽

∫ T

0

謨�∗H,Tf謩謨t謩dBj謨t謩. 謨謲謮謴謩

接下来謬 我们给出关于分数布朗运动的 譗譩譣譫謭證譴譞譯 型积分和 譓譴譲譡譴譯譮譯譶譩譣譨

型积分的定义謨譛謳謳譝 定义謲謮謱謩謺

令 {πn, n ∈ N} 为 譛謰, t譝 上的分划 πn 謺 謰 謽 t0 < t1 < · · · < tn 謽 t謬 当

n → ∞ 时謬 满足 |πn|→ 謰謮 若对于所有分划 {πn, n ∈ N} 来说謬
∑n−1

i=0 f謨t
(n)
i 謩 �

謨BH
j 謨t

(n)
i+1謩−BH

j 謨t
(n)
i 謩謩在空间 L2謨Ω, F , P 謩中都收敛到同一个极限謬其中 �代

表 譗譩譣譫 积謬 那么这个极限称为 譗譩譣譫謭證譴譞譯 型随机积分謬 记作
∫ t

0
f謨s謩dBH

j 謨s謩謮

若
∑n−1

i=0 f謨t
(n)
i 謩謨BH

j 謨t
(n)
i+1謩 − BH

j 謨t
(n)
i 謩謩 在空间 L2謨Ω, F , P 謩 中謬 对于所有

的分划 {πn, n ∈ N}都收敛到同一个极限謬那么这个极限称作 譓譴譲譡譴譯譮譯譶譩譣譨型

随机积分謬 记作
∫ t

0
f謨s謩 ◦ dBH

j 謨s謩謮

2.2 Malliavin 导数

设 ξ1, · · · , ξk, · · · 为 L2謨譛謰, T 譝謩 空间上的正交基謬 则 ξk謬 k 謽 謱, 謲, · · · 是
譛謰, T 譝 上的光滑函数謮 令 ηk 謽 �∗H,T ξk謮 则 η1, · · · , ηk, · · · 为空间 謂H 上的正交

基謮 我们把 PH 记作 譛謰, T 譝区间上由分数布朗运动的随机积分
∫ T

0
ηk謨t謩dB

H
j 謨t謩

构成的所有多项式的集合謮 也就是说謬 PH 包含具有以下形式的所有元素

G謨w謩 謽 g

(∫ T

0

ηk1謨t謩dB
H
j1
謨t謩, · · · ,

∫ T

0

ηkn謨t謩dB
H
jn謨t謩

)
,

其中 j 謽 謱, . . . ,m謬 g 为 n 个变量的多项式謮 关于元素 G ∈ PH 的 譍譡譬譬譩譡譶譩譮

导数 DH
s 謨謰 ≤ s ≤ T 謩 的定义为

DH,j
s G 謽

n∑
i=1

∂g

∂xi

(∫ T

0

ηk1謨t謩dB
H
j1
謨t謩, · · · ,

∫ T

0

ηkn謨t謩dB
H
jn謨t謩

)
ηki謨s謩I{ji=j}.
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G 的另一种形式的 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 导数 DH,j
t G 是通过 φ 来引进的謮 它的定义

如下

DH,j
t G 謽

∫ T

0

φ謨s, t謩DH,j
s Gds, 謰 ≤ t ≤ T, 謨謲謮謵謩

其中

φ謨s, t謩 謽 H謨謲H − 謱謩|s− t|2H−2. 謨謲謮謶謩

2.3 空间和范数

在本节中謬 我们给出将在后续章节中使用到的赋范空间謮

謱謮 L謨謰, T 謩是 譛謰, T 譝区间上的随机过程的集合謬此空间中的元素 F ∈ L謨謰, T 謩
满足条件謺 E‖F‖2

T < ∞謬 F 是 φ 可导的 謨见 譛謳謴譝謩謬 譍譡譬譬譩譡譶譩譮 导数算子

謨DH
s Ft, 謰 ≤ s, t ≤ T 謩 存在并且 E

∫ T
0
謨DH

s Fs謩
2ds < ∞謮 L謨謰, T 謩 空间的

范数 ‖ · ‖T 定义如下

‖F‖2
T 謺謽

∫ T

0

∫ T

0

F 謨s謩F 謨r謩φ謨s, r謩dsdr,

其中 φ謨s, r謩 由 謨謲謮謶謩 定义謮

謲謮 DH,1,p 是由 PH 关于范数 ‖ · ‖H,1,p 张成的 譂譡譮譡譣譨 空间謮 对于任意的

G ∈ PH 謬 p ∈ 謨謱,∞謩謬 其范数 ‖ · ‖H,1,p 的定义为

‖G‖H,1,p 謺謽 E謨‖G‖pΘH 謩
1/p 謫

[
E
(∫ T

0

|DH
t G|2dt

)p/2]1/p

.

謳謮 设 謱/謲 < H < 謱謬 謱 − H < α < 謱/謲謬 d ∈ N∗謮 Wα,∞
0 謨謰, T 謻Rd謩 可测函数

f 謺 譛謰, T 譝→ Rd 的空间謬 可测函数 f 满足

‖f‖α,∞ 謺謽 譳譵議
0≤t≤T

‖f‖α,t <∞,

其中

‖f‖α,t 謺謽 |f謨t謩|謫
∫ t

0

|f謨t謩− f謨s謩|
謨t− s謩α+1

ds. 謨謲謮謷謩

我们将在下一章中用到以下命题謮
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