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上海实验学校高二期中考试数学试卷

2023.04

一.填空题（每题 4 分，共 40 分）

1. 过点 (2,3)P ，且一个法向量为 (3, 1)n  v
的直线的点法向式方程是________.

【答案】3( 2) ( 3) 0x y   

【解析】

【分析】根据直线的方向向量与其法向量垂直列式可得.

【详解】在所求直线上任取一点 ( , )x y ,则所求直线的方向向量为 ( 2, 3)x y  ,

再根据直线的方向向量与法向量垂直可得,

(3, 1) ( 2, 3) 0x y     ,

即3( 2) ( 3) 0x y    .

故答案为: 3( 2) ( 3) 0x y    .

【点睛】本题考查了直线的方向向量与法向量以及直线的点法向式方程,属于基础题.

2. 若 2 2 2 4 0x y x y    ，求圆心坐标为___________.

【答案】 (1, 2)

【解析】

【分析】将圆的一般方程化为标准方程，即可得出答案.

【详解】解：由 2 2 2 4 0x y x y    ，可得圆的标准方程为 2 2( 1) ( 2) 5x y    ，

所以圆心坐标为 (1, 2) .

故答案为： (1, 2) .

3. 椭圆
2 2

1
2 4
x y

  的焦距是______.

【答案】 2 2

【解析】

【分析】

根据椭圆中 a，b ， c的数量关系求解．
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【详解】解：椭圆
2 2

1
2 4
x y

  的焦距是 2 22 2 2 4 2 2 2c a b     ．

故答案为： 2 2 ．

【点睛】本题考查了椭圆中 a，b ， c的数量关系，属于基础题．

4. 双曲线
2

2 1
3
yx   的两条渐近线夹角为________．

【答案】
3


【解析】

【分析】首先求出双曲线的渐近线方程，求出渐近线的斜率，由夹角公式
1 2

1 2

tan
1
k k

k k






即可求出渐近线

的夹角．

【详解】因为双曲线
2

2 1
3
yx   ，所以渐近线方程为 3y x 或 3y x  ，

设两条渐近线的夹角为锐角 ，

则
3 ( 3)

tan 3
1 3 ( 3)


 

 
  

，所以夹角为
3

．

故答案为
3


【点睛】本题考查双曲线渐近线方程的求法以及夹角公式，属于基础题．

5. 已知直线  : 2 1 3 0l ax a y a     ，当 a变化时，直线 l总是经过定点，则定点坐标为______.

【答案】  5, 3

【解析】

【分析】把直线方程化为 ( 2 1) 3 0a x y y     ，令
2 1 0

3 0
x y

y
  

  
，求出 x ， y 的值即可.

【详解】因为直线  : 2 1 3 0l ax a y a     可化为 ( 2 1) 3 0a x y y     ，

令
2 1 0

3 0
x y

y
  

  
，解得 5, 3x y   ，

所以直线 l过定点 (5, 3) ，

故答案为： (5, 3) .



   

第 3 页/共 10 页

学科网（北京）股份有限公司

6. 若原点到直线 l： 8 0ax y   的距离为 4，则 a的值是______.

【答案】 3 ；

【解析】

【分析】

由点到直线的距离公式得
2 2

8
4

1a



，再求解即可.

【详解】解：由点到直线的距离公式可得：
2 2

8
4

1
d

a
 


，解得 3a   ，

故答案为： 3 .

【点睛】本题考查了点到直线的距离公式，属基础题.

7. 已知直线 l过点 ( 1,0) 且与直线 2 0x y  垂直，则圆 2 2 4 8 0x y x y    与直线 l相交所得的弦长为

__

【答案】 2 15

【解析】

【分析】

先求出直线 l的方程，再求出圆心C 与半径 r ，计算圆心到直线 l的距离d ，由垂径定理求弦长 | |AB ．

【详解】解：由题意可得， l的方程为 2 1 0x y   ，

2 2 4 8 0x y x y   Q 可化为 2 2( 2) ( 4) 20x y    ，圆心 (2, 4) ，半径 2 5r  ，

圆心 (2, 4) 到 l的距离
| 2 8 1| 5

5
d  

  ，

2 22 2 20 5 2 15AB r d      ．

故答案为： 2 15 ．

【点睛】本题考查直线与圆的方程的应用问题，考查两条直线垂直以及直线与圆相交所得弦长的计算问

题，属于基础题．

8. 设 1 2,F F 是椭圆
2

2 1
4
x y  的两个焦点， P 在椭圆上，且满足 1 2 60F PF  ，则 1 2PF F 的面积是

___________．
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【答案】
3

3

【解析】

【详解】由题意，得  
1 2

22 2 0
1 2 1 2

+ =4

+ 2 60 = 2 3

PF PF

PF PF PF PF cos 





，

即
1 2

2 2
1 2 1 2

+ =4

| + | =12

PF PF

PF PF PF PF 





，则
2

1 23 4 12PF PF   ，

即 1 2
4| | | |
3

PF PF  ，所以 1 2PF F 的面积为 0
1 2

1 3sin60
2 3

S PF PF   .

点睛：本题考查椭圆的定义和余弦定理的应用；在处理椭圆或双曲线中涉及两个焦点问题时，往往利用椭

圆或双曲线的定义（定和或定差）进行处理，往往再结合正弦定理、余弦定理进行求解.

9. 已知  1,2M  ， N 是曲线 2 2: 6 2 9 0C x y x y     上的动点， P 为直线 2 2 0x y   上的一个

动点，则 PM PN 的最小值为______.

【答案】3 5 1

【解析】

【分析】根据题意，求得M 关于直线 2 2 0x y   的对称点 H ，结合图像即可得到当 , ,P H C 三点共线

时， PM PN 取得最小值.

【详解】

如图，曲线 2 2: 6 2 9 0C x y x y     是以  3,1C 为圆心，以1为半径的圆，

则根据圆的性质可知， PN 的最小值为 1PC  ，

设M 关于直线 2 2 0x y   的对称点为  ,H m n ，
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则可得

2 2
1
1 22 2 0

2 2

n
m
m n

  
      


，解得
3
2

m
n

 
  

，即 ( 3, 2)H   ，

连接 HC ，分别交直线 2 2 0x y   与圆C 于 ,P N ，

则 1 1 1PM PN PM PC PH PC HC         ，

当且仅当 , ,P H C 三点共线时取等号，此时取得最小值3 5 1 ，

所以 PM PN 的最小值为3 5 1 .

故答案为: 3 5 1

10. 已知 1F 、 2F 是椭圆和双曲线的公共焦点， P 是他们的一个公共点，且 1 2 3
F PF 

  ，则椭圆和双曲线

的离心率的倒数之和的最大值为___.

【答案】
4 3

3

【解析】

【分析】设|PF1|=r1，|PF2|=r2，|F1F2|=2c，椭圆和双曲线的离心率分别为 e1，e2, 由余弦定理可得

4c2=（r1）2+（r2）2﹣2r1r2cos
3


，①在椭圆中，①化简为即 4c2=4a2﹣3r1r2…②，在双曲线中，

化简为即 4c2=4a1
2+r1r2…③， 2 2

1 2

1 3 4
e e

 所以 ，再利用柯西不等式求椭圆和双曲线的离

心率的倒数之和的最大值.

【详解】设椭圆的长半轴为 a，双曲线的实半轴为 a1，（a＞a1），半焦距为 c，

由椭圆和双曲线的定义可知，

设|PF1|=r1，|PF2|=r2，|F1F2|=2c，

椭圆和双曲线的离心率分别为 e1，e2,

∵∠F1PF2= 3


，则∴由余弦定理可得 4c2=（r1）2+（r2）2﹣2r1r2cos
3


，①

在椭圆中，①化简为即 4c2=4a2﹣3r1r2…②，

在双曲线中，①化简为即 4c2=4a1
2+r1r2…③，

2 2
1 2

1 3 4
e e

 所以 ，
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由柯西不等式得（1+
1
3
）（ 2 2

1 2

1 3
e e

 ）≥（
1 2

1 3 1
3e e

  ）2

1 2

1 1 4 3
3e e

 所以

故答案为
4 3

3

【点睛】本题主要考查椭圆和双曲线的定义和性质，利用余弦定理和柯西不等式是解决本题的关

键．属于难题．

二.选择题（每题 4 分，共 16 分）

11. “ 1a  ”是“直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直”的（    ）

A. 充分而不必要条件 B. 必要而不充分条件

C. 充分必要条件 D. 既不充分也不必要条件

【答案】A

【解析】

【分析】直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直得到 a R ，再利用充分必要条件的定义判断得

解.

【详解】因为直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直，

所以1 ( ) ( 1) 0a a     ，

所以 a R .

所以 1a  时，直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直，所以“ 1a  ”是“直线 1 0x ay   与直

线 1 0ax y   相互垂直”的充分条件；

当直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直时， 1a  不一定成立，所以“ 1a  ”是“直线

1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直”的非必要条件.

所以“ 1a  ”是“直线 1 0x ay   与直线 1 0ax y   相互垂直”的充分非必要条件.

故选：A

【点睛】方法点睛：充分必要条件的判定，常用的方法有：（1）定义法；（2）集合法；（3）转化法. 要根

据已知条件灵活选择方法求解.
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12. 已知两点  2, 1A  ，  B 5, 3  ，直线 l过点  1,1 ，若直线 l与线段 AB 相交，则直线 l的斜率取值范

围是（    ）

A.   2, 2 ,
3

    
U B. 

22,
3

   

C. 
2 ,2
3

   
D.  2, 2,

3
     

U

【答案】A

【解析】

【分析】根据直线过定点 P  1,1 ，画出图形，再求出 PA ， PB 的斜率，然后利用数形结合求解.

【详解】如图所示：

  

若直线 l与线段 AB 相交，

则 PAk k 或 PBk k ，

因为
1 1 2

2 1PAk  
  


，

3 1 2
1 35PBk  

 
 

，

所以直线 l的斜率取值范围是   2, 2 ,
3

    
U .

故选：A.

【点睛】本题主要考查直线斜率的应用，还考查了数形结合的思想方法，属于基础题.

13. 已知椭圆 E ：  
2 2

2 2 1 0x y a b
a b

    的右焦点为 2F ，左顶点为 1A ，若 E 上的点 P 满足 2PF x 轴，

1 2
3sin
5

PA F  ，则 E 的离心率为（    ）

A. 1
2 B. 

2
5

C. 
1
4

D. 
1
5

【答案】C

【解析】
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【分析】由题意构建方程，进而转化为 ,a c 的齐次式，从而得到结果.

详解】∵ 1 2
3 sin 
5

PA F  ，

∴ 1 2
3tan
4

PA F 

∴

2

1 2
3tan
4

b
aPA F

a c
  


，即 24 3 1 0e e    

∴
1
4

e  .

故选：C

14. 已知椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

    的左右焦点分别为 1F ， 2F ，上顶点为A ，延长 2AF  交椭圆C 于

点 B ，若△ 1ABF 为等腰三角形，则椭圆的离心率 e （     ）

A. 
1
3

B. 3
3

C. 2
3

D. 1
2

【答案】B

【解析】

【分析】由△ 1ABF 为等腰三角形，可知 1 | |BF BA ，可求出 2AF a ，设 1F B x ，结合椭圆的定义可

求得
3
2

x a ，过点 B 作 x 轴的垂线，交 x 轴于C 点，易知 2 2AOF BCFV V∽ ，可求出点 B 的坐标，将点 B

的坐标代入椭圆方程，进而可求出离心率.

【详解】在直角三角形 2AOF 中， 2 2
2AF b c a   ，且 1AF a ，

易知 1BF a ， BA a ，故等腰△ 1ABF 中， 1 | |BF BA .

设 1BF x ，则 2 2| |BF BA AF x a    ，

由椭圆的定义知 1 2 2F B F B a  ，则 2x x a a   ，解得
3
2

x a ，所以 2
1
2

BF a ，

过点 B 作 x 轴的垂线，交 x 轴于C 点，易知 2 2AOF BCFV V∽ ，

所以 2
1 1| | ,
2 2

BC b F C c  ，故点 B 的坐标为
3 ,
2 2
c b  

 
，

将点 B 的坐标代入椭圆方程得
2 2

2 2

9 1
4 4

c b
a b

  ，解得
2

2
2

1
3

ce
a

  ，故
3

3
e  .

【
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故选：B.

  【点睛】本题考查椭圆的性质，考查离心率的求法，考查学生的计算求解

能力，属于中档题.

三.解答题（本大题满分 44 分，本大题共有 4 题，解答下列各题必须写出必要的步骤）

15. 设直线的方程为 ( 1) 2 0,a x y a a R      .

（1）若在两坐标轴上的截距相等，求直线的方程；

（2）若与两坐标轴围成的三角形的面积为 1，求 a 的值.

【答案】（1）3 0x y  或 2 0x y   （2） 3 7a  

【解析】

【分析】（1）讨论截距是否为 0：当截距为 0 时，过原点，代入可得 a，进而得直线方程；当截距不为 0 时，

使得截距相等，求得 a，进而得直线方程；

（2）先求得直线在 x 轴， y 轴上的截距，结合面积为 1，即可解方程求得 a 的值.

【详解】（1）由题意知，

当直线过原点时，该直线在两条坐标轴上的截距都为 0，

此时 2a  ，直线的方程为3 0x y  ；

当直线不过原点时，由截距相等，得
22
1

aa
a


 


，则 0a  ，

直线的方程为 2 0x y   ，

综上所述，所求直线的方程为3 0x y  或 2 0x y   .

（2）由题意知，直线在 x 轴， y 轴上的截距分别为
2
1

a
a




、 2a  ，

 1 2 2 1
2 1

a a
a


  


，

解得 3 7a   .

【点睛】本题考查了直线方程截距 概念，直线方程的求法，由直线围成图形面积的应用，属于基础题.

16. 如图，在宽为 14 的路边安装路灯，灯柱OA高为 8，灯杆 PA 是半径为 r 的圆 C

的
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